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算子值解析函数的 J ul ia 一w ol ff 引理
’
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摘 要 本文将单位圆上有界复值解析函数的 uJ ila 一wo lff 引理推广到算子值解析函

关扭词 H ll be rt 空间
,
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,

解析函数
,

角导数

分类号 0 1 7 7
.

3

设 乙 ~ { 1
2

. < l }
,

厂
。

J u l i a 一W
o l f f 引理 [ ,〕 :

一 {二
:

乒华 }< 。

}( >a
。 ) 称为

,
ot l:
角

。

在复分析中有如下
J 一 】2 1

设 f ( z )在 △ 上解析
,

! f (
z ) }< 1 ( z 任乙 )

,

令
。 _ ; n ; l 二土鱼创二{l二生生

花么 }1 一 f ( z ) {
2

/ }1 一 z }
“

( 0 < a ( + co )

则对任何
s ot l: 角几

,

有

1 一 f ( z )
: : _ _ 。 , _ 、 _ _ 一 1

1 1 11 1

—
~

1 l l l l J 、 Z 户 ~ “

几〕 ,
一 1 1 一 z 几 9

,
1

称
a一 `
为 f ( )z 在

z ~ 1处的角导数
。

本文 目的在于将上述引理推广到算子值解析 函数
。

设 H 为复 的 iH l b er t 空间
,

L

( H )表示 H 上所有线性有界算子组成的 B an ac h 代数
。

对 L ( H )中的算子 A
,

其实部和虚

~
, 、 、

. , 、
~

、 ,

一
,

1
, , , , ` 、 , . , ,

1
, , , , 、 : 几

,

。 。 二
, , , r 、

击
占八 白 浊甘 ,

部分别记为
:

R滩一告 ( A + A
`

)和 I
,

A二素 ( A 一 A
’

)
。

设 A 和 B 为 L ( H ) 中的 自伴算子
,

即 刀 /, “ r
目月

’ ` 、
护

`

2
、

“
’

一
` ’ n -

一 i2
、 - -

一
“

一 一 ” 一
/ ’
一

’

一
` ’

一 `
~ ” ” ”

A ) B 意为 A一 B 为正算子
,

即 <( A 一 B x)
,

x) ) o
,

对一切 x 任 H 成立
,

而 A > B 表示 A一

B 为正的可逆算子
,

对复平面上的区域 D
,

A爪 D )表示定义在 D 上而取值于 L ( H )中的

算子值解析函数
。

1 几个引理

引理 1 设 f ( z) 任 A以乙 )
,

.R f ( z) > 0(
z 任△ )

,

且 f ( 0) 一 I
,

(I 为 L ( H ) 中的恒等算

子 )
,

则

!} f ( z ) {1 ( ( 1 + }z ! ) ( z 一 }
z {)

一 `
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证明 令 甲( z )= ( f ( : )一 I )( f ( z )+ I 犷
, ,

则 尹( o ) = o
,

且 {{少( z ) }} < 1 ( z 任 △ )
。

由

S e h w a r z 引理 [ 2
,
p

.

1 0 0」有 }!抓 z ) !I镇 }
z

, ( z 任。 )
,

因此

!} f ( z ) ( I + 袱 z ) ( I 一 抓 z ) )
一 ` I{ 成 1 + z

艺 I{袱
z ) {l

( 1 + z
万 12 卜一 ( z + !

z } ) ( 1 一 J
z J)

一 `

由引理 1可得文〔3〕之引理 2 的另一证明
:

推论 设 H ~ {R
, z > o }

,

F ( z )任 A 。 ( H )
,

R
o

F ( z ) > o ( z 任 H )
.

若存在
z 。
任 H 使 F ( z 。

) =

I
,

则

; (z ) : 、
裂是未姗

{
( z 任 H )

证明 令

f(r
) 一州三婆二孕 {

\ 5 一 1 /

则 f 任A爪 。 )
,

R J (妇> 0烤任乙 )
,

且 f ( 0) 一 1
.

由引理 1有 }I f (如 1} ( (1 十 }g } ) (1 一 比

)I
一 `

( g任酌
,

命 g一 (z 一 z 。
) (z + 牙。 )

一 `
(z 任 H )

,

则有

}一; (二 ) 一卜 }I f
阵廷

旦

{一{ 、 }
: +

{兰平孕 }{}
1 一
阵平孕 })

一 `

\ z 一 2 0 / \ } z 十 2 0 } j 、 12 宁 2 0 1 1

( 12 + 万。

! + }z 一 z 。

! )
2

4 ( R
` z ) ( R

, z 。
)

( 1
2 1+ }

z 。
} )

2

( R
o z ) ( R
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)

引理 2 若 F ( )z 任 A班乙 )
,

1} F ( z) }! < 1 (z 任乙 )且存在 L ( H ) 中的 自伴算子 A > 0 使

( I 一 F ( z )
’

)
一 1

( I 一 F ( z )
`

F ( z ) ) ( I 一 F ( z ) ) 一
`

>
1 一 12 !

2 ,

丫月一

一
一 - - 号叹入

} l 一 z !
`

( 1 )

( z 任乙 )
,

则 (I 一 F ( z) ) (1 一 z)
一 ’
在任何

s t ol :
角 r

。

中有界
。

特别

由式 ( l) 有

l i m,

心
F ( z ) 一 I }{一 。

证明

( I 一 F ( z )
`

。 , 、 、 , 11 一 z }
2 , , 。 , 、 ` 。 , 、 、

少六气1 一 户 L z 少少 久
、

丁一一- r - 丙气1 一 fI 气名少
一

户 气z 少少 气乙少
i 一 } z !

-

因 A 一 ,

续 !! A 一 `

}! I 且 A > o
,

所以 A >

( I 一 F (
z

)
`

) ( I 一 F ( z ) ) <

!{ A 一 ’

1}
一 ’

I
,

于是由 ( 2 )式有

}1 一 zI
’

{1 一 !
z

!
2

A 一 ’

11 ( I 一 F ( z )
`

F ( z ) )

由此
,

对任何 x 任 H
:

}} x }! 一 1
,

有

( I 一 F ( z ) ) x

_ }l 一 zI
“ , .

《 又 了~ 一一- r -勺; 11
1 一 ! z !

“

A 一 `

{! ( 1 一 l! F ( z ) x !{
2
)

或者
( I 一 F ( z ) ) x

11 一 z
}

< J! A 一 `

J,

簇 。
! { A一 ;

! 1 一 2 1
l 一 】z

}

( 1 +

1一 }{ F ( z ) x {!
’

}{ ( I 一 F ( z ) ) x ! I

F ( z ) x ,} ) ( Za
II A一 ’

由 x 的任意性有

I 一 F ( z )

1一 z
< a2 ! { A一 `

引理 3 设 r
。

为 st ol :
角

,

则存在 h > o 使对任何
z 任 r

。 ,

圆 C
*

( )z
:

}w 一 zI ~ 川
z 一 1 {

7 4



均落在某个固定的 s t ol z 角中
。

证明 事实上
,

当 h < a
一`

时有引理结论成立
。

因 C
*

( z) 上的点可表成

二 = z + 12 一 l }。
` e ,

8 任 [ o
,

2二〕
于是由 1

2 一 1 }<
a ( 1一 1

2
1)及 h < a 一 ,

有

I二 一 1 1 12 一 1 + h 12 一 1 Ie `口 I /
二一- - - -下一一丫 二二 宁罗- ~ -一 丫- - - 叮 -一二- 尸 乏》 、

1 一 }w } 1 一 } z 一 h } z 一 l 】e
’ U

12 一 1 }
l 一 }2

1

1 + h , ( 1 + h ) a

. 丁 - - - -丁 - <、 ~ 二 -
- - - 7 ~

一 一 a
1 一 九口 1 一 h 口

因此 C
*

( )z 上的点 w 均位于 尸`中
。

2 定理及证 明

下面的定理便是 uJ ial 一 W ol ft 引理的推广
:

定理 设 尸 ( )z 任 A斌乙 )
,

}} F ( )z {! < 1 (z 呀。 )
.

若存在 L ( H ) 中的自伴算子 A > 。 使

( I 一 F ( z )
.

)
一 飞

( I 一 F ( z )
’

F ( z ) ) ( I 一 F ( z ) )
一 `

>
1 一 }21

2

} 1 一 2 1
2
A ( 3 )

( z 任△ )
,

且V 。 > o 月 z 。
任公 使

}} ( I 一 F ( z 。
)

’

)
一 ’

( I 一 F ( z 。
)

’

F ( z 。
) ) ( I 一 F ( z 。

) ) 一
`

则对任何
s ot lz 角 r

。 ,

有

}1 一 z 。
}

2

1 一 }z 。
}

2
一 A }l < ` ( 4 )

l im
几 〕 出

~

I 一 F ( z )

I 一 z
= l i m F ,

( z ) = A 一 ,

几 ,
卜

1

证明 作函数

G ( z ) 一 ( I + F ( z ) ) ( I 一

则由式 ( 3 )知 R
o

G ( z ) > o ( z 任△ )
.

由 ( 4 )
,

{1 一
二。

}
,

1 一 12 。
1

2

F (之 ) )
一 ,
一 ( 1 + z ) ( 1 一 z ) 一

` A

V 。> 0
,

日 z 。
任公 使

R
e

G ( z 。
) 11 < ￡

( 5 )

H (妇 -
( R

·

G (一 ) )
一

`
[

G

{并箭{
一 ` , ,

G (一 ,

」
( R

·

G (一 ) ,一 `

则 R
,

H (妇> O
,

( g任乙 )且 H ( 0) ~ I
,

由引理 1 有
11 , , / 。 、 :

/ 1 十 }引 一 4

。 “ 、 “ 、 丁二万 诀 r 二几平
(夸任 乙 ) ( 6 )

对
二任 r 一 不妨设 ,

二一 ` , <
合

,

贝” ’ `+
二

,>普令 夸
z + z 。

1+ 三。 z

,

则由式 ( 5) 及式 ( 6) 有

1一 z

1 +
z

G “ , ,̀镇

}未

钊宋

R
o

G ( z 。 )
.} ! .二

(悬 {
.、 +

1未 }
!. `

,
G `一 ,

R
o

G ( z 。 )
4 ! 1一三

。 z !
“

( 1一
z 。 1

2
) ( 1一 12 1

2
)

}王军 1
} l十 z }

G ( z ) !}

I
.

G ( z 。
)

一 8 ! 1一牙
。 z

j
足

, -二户 a e l

—
l

一
乃 } 1一 z 。

}

2
, .

州卜 ,万 11 一 2 1 11
J

I
o

G ( z 。
)

因此

由
C的任意性知

l im s u p

ar
〕 x

~ 1

一 l i m
几 3 二

一 1

1 一 z 。 , 、 . 1

11 丁- 甲es ee 行戈Z 少 }l
1

.

--t Z

, 8

气 了 ae

l i m
几〕
卜

1 一 z

1 + z

1 一 z , , ,

11 ; ee 气一- 气I 十1 州卜 艺

F ( z ) ) ( I 一 F ( z ) ) 一
’
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应用引理 2便有

l im
几 , ,

~

( 1 一 z ) ( I 一 F ( z ) ) 一
1
一 A ( 8 )

再由引理 2得
:

I 一 F ( z )

l 一 z
一 A 一 1

I 一 F ( z )

l 一 z

A 一 `

}!
a `

}1

( ( 1 一 z ) ( I 一 F ( z ) ) 一
`
一 A ) A 一 ’

( 1 一 z ) ( I 一 F ( z ) )
一 `

一 A

所以由式 (8 )有

l i m
几弓

~

I 一 F ( z )

1 一 z
~ A 一 1

( 9 )

往证 l i m
几〕
一

1

F `
( z ) = A 一 ` .

记 ￡ ( z ) ~ I 一 F ( z ) 一注一 ’
( 1一 z )

,

由 C a u e h y 积分公式 [ , 1有

E ,
( z ) ~ 上 「` 旦迪三

2汀 1 J
e

( w 一 z )
乙

d w

其中 C 为引理 3 中的圆 C
、

( )z
:

}w 一 lz 一 hl
z 一 11

,

它对任何
z 任 尸

。

均落在一固定的
s t o l: 角中

。

于是
,

由式 ( 9 )当 厂
。

〕 z 、 1时有

,̀ F“ · , 一 A一 `

,, 一 ,, E“ · , ,, 成 再万与
一

珠毛哥

繁杏
E (切 )

份杏
I 一 F ( w )

1 一 切
一 A一 1

/ 1 + h
_ _ _ _ _

尧
、

—
1 l l a盖

、
h 。 〔 C

I 一 F ( w )

1 一 w
一 A一 ’

“ ~ O (证毕 )

3 注 记

( 1) 我们在证明定理的过程中并未象文献「1〕中提示的那样用到正规族理论
,

而是直

接推得定理
。

( 2) K y aF
n 在文献「3〕中对定义在右半平面上具有正实部的算子值解析函数建立了

相应的定理
,

由此可推得 ( 7) 式
,

但不能得到我们定理中的结果
。

( 3 ) 在文献〔3
仲证明

、
她

一尸 (z) 一 A 时
,

仅要求圆 (Ĉ
`

川 ` 一 “ }一 “ lzI 落在右半

平面 H 中是不够的
,

而是落在某个固定的角域 二
,

~ {z
:

}I
,

zI < kl R声 }中
,

这样的 h 一定

存在
,

可类似于引理 3 来说明这一点
,

在此不再赘述
。
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