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摘 要
“

二一十
”

转换是计算机中经常用到的
,

将二进制浮点数 0
.

BI B : … B
。 ,

2B 转

换成十进制数 。
.

D I D : …众
, 1护 的关键是首先求出 D

。

本文通过全面研制二进制浮点数的

性质
,

推导出了一个关于精确求 D 的重要结论
,

并由此构造出一个实际应用时总误差最小的

高效求 D 公式
.

关扭词 数据
,

转换
,

浮点数
, ,

二进制
,

十进制
,

变指尾数点
,

下确界
,

最小值

分类号 T P 3 o l
.

6

数据输出是用户获取程序运行结果的重要手段之一
。

从系统软件角度看
,

数据输出

就是将数据的内部形式转换成为外部形式
。

在诸多转换中
,

使用频度最高
、

实现难度最

大的是将二进制浮点数转换成十进制数
,

即完成形如
: 0

.

BI B
Z

… B
二 , BZ o o

.

几 D
Z` 二 D

。 ,

10
。
的数据转换

。

通常
,

这种转换 (记为 B T D ) 需经历如下三个步骤
:

( l) 由给定的规格化二进制浮点数 0
.

几 B
Z

… B
, , 2刀 计算出十进制数的指数 D

.

其中
,

0
.

B
I B Z

… B
,

一 名 B ` 二 2 一 `

称为尾数
,

能精确表示的位数
。

显然
,

0
.

及 B Z

… B
,

任 〔.0 5

B 、
一。 或 1

,

规格化指 B l

笋。 , n
是硬件

1
.

0)
,

B 是二进制数的阶码
。

(2 ) 接着计算十进制数的规格化小数 0
.

D
I
D

Z

… D
,
二 .0 B I B Z

… B
。 ` 2刀 , 1 0一 ” 。

其中
,

。
.

刀
I
D

Z

… D
,
一名刀

` , 1『
`

称为小数
,

刀
`
一 。一 9

,

规格化指 D
l

笋。
,

m 是用户

要求的输出位数
,

显然
,

0
.

DI D
Z

… D
。 ` 〔0

.

1 1:

0)
。

(3 ) 将 0
.

D
I
D

Z

… D
,

和 D 按 A S lC l 码以适当形式输出
。

可见
,

第一步求出的 D 是贯穿 B T D 的全过程
,

特别是对第二步计算小数至关重要
,

因为小数 0 一 D
I
D

Z

… D .
是通过 K ( ) 1) 次调用

“
双精度乘法子程序

”

按算式 ..(
·

( (0
.

B
I B Z

… B
二 二 Z B * l o D ,

)
* 10刀 2

)
*

… ) , z o DK求出来的
,

其中
,

D l + D Z… + D K - 一 D
, 10 众

( i一 1
,

2
,

…
,

K ) 查表取得
。

如果第一步求出的 D 有误
,

那么第二步求出的小数就不能

满足规格化要求
,

故需修正
,

即再调用一次
“
双精乘

” 。

这显然会增加 B T D 的运行时间
,

所以
,

寻找快速可靠的求 D 公式
,

避免或减少修正
,

是 B T D 算法的核心问题
。

传统 B T D 算法中的求 D 公式是
:
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D 一 岁
, 10 亿、 、 2生+ 1 ( 1 )

式 (1 ) 中没有引入尾数
,

是不是它对求 D 过程没有影响呢 ? 考查 B 二 4 的情况
,

由式

( 1) 可求得 D 一 2
。

但分析表明
,

对于 B ~ 4
,

存在一个特殊的尾数点 t。 一 0
.

6 2 5
,

若给定的

尾数 ) t , ,

式 ( 1) 总是对的
;
若给定的尾数 < t 。

,

式 ( 1) 总是错的 (计算值比实际值大 1 )
。

可

见
, t。 在求 D 过程中有

“

门限
”

的作用
。

考查规 格化 二进制 浮点 数 。
.

B , B Z

一 B
。 , 2刀

,

其值域 为 仁Z
B一 ` 2 ”

)
。

若 令 ZB 一 `
-

0
·

D
` ,

D
, :

… D
` 、 ` I O

D ` ,

Z B
一 o

·

D
王

D
。… D

, * z 0 D ,

且 D
` ,

和 D
,

均不为 。
,

显然
,

D
,

与 D 可能

相等
,

也可能不相等 (差 1 )
。

由此引出了二个定义
:

定义 1 对任意给定的规格化二进制浮点数
,

若阶码 B 使得 2 万一 `
和 2刀 用规格化十进

制数表示时
,

有指数 刀 一 D
,

则称 B 是稳定阶
;
若有指数 刀 + 1一 D

,

则称 五 是不稳定阶
。

根据定义
,

B 一 4 是一个不稳定阶
。

定义 2 设 B 是不稳定阶
,

称 t ,

是关于 B 的变指尾数点
。

如果尾数 ) t :

时
,

有 0
.

BI 执

… B
。 ` ZB

一 0
.

D
I
D

Z… D
, , l o D ;

如果尾数 < t 。 时
,

有 0
.

刀 1刀 2

… 刀
。 , Z B

~ o
.

D
` ,
刀

` 2

一 D
` 。 ,

1 0刀
一 ` 。

根据定义
,

对所有不稳定阶 B
,

因尾数的不同
,

十进制数的指数 D 有两个可能的取

值
,

但式 ( 1) 忽略尾数在求 D 过程中的影响
,

只能求出其中之一
,

因而正确性受到损失
。

我们关心的间题是
:

( 1 )对于一个给定的计算机系统
,

在二进制浮点数阶码的取值范围内究竟有多少个是

不稳定阶? 这个数可以帮助我们了解式 ( 1) 出错的严重程度
。

( 2 )对于一个给定的二进制浮点数
,

如何断定其阶码是不稳定阶 ?

( 3) 对所有不稳定阶
,

如何求出相应的变指尾 数点 ?

下面我们将逐一回答这些问题
,

并推导出一个理论上的精确求 D 公式
。

1 精确求 D 公式

对于一个给定的计算机系统
,

从二进制浮点数阶码 B 的取值范围
,

可以导出十进制

数指数 D 的取值范围
。

下面的定理将告诉我们
:

D 有多少个可能的取值
,

B 的取值范围中

就会有多少个不稳定阶
。

引理 对任意给定的指数 D
,

存在唯一一组阶码 B D 和相应的规格化小数 0
.

D
I
D

Z

…

。 , ,

使得 2刀。 一 。
,

刀
,
D

:

… D一 l o
D 。

,
, 。 。

、

, ~
, 一 、 二

D 一 I D
、

一一
。 _

一
, . , .

~

址明 1口 U o m L。川 一 L i二二一不 仁二 , 万 )
,

’

匕有 州 r任反
:

i 。 匕 l 。 ` i U g l o `

( 1 ) D o m ( B D
)与 D 是一一对应的 ;

( 2 ) D o m ( B 。 ) 中的元素 (即阶码值 )个数至少 3 个
,

至多 4个
;

( 3) 任意两个不同的 D o m
,

交集为空
,

因而任意阶码 B 只能属于某一个 D o m
。

上述性

质不难验证
,

故证明略去
。

任取 B 任 D o m ( B D )
,

因为

D 一 1 一
, . _

D
下- - 一一一万 冬 万 咬

犷- - -一二

1 0 9
1。乙 1 0 9 1。 乙



故 D 一 1 ( B,
10 9

1 0 2 < D

设 ZB
一 X

,

取对数得 B , 10 9 ,。 2 ~ l o g l o
X

从而有
:

D 一 1镇 lo g
l o

X < D
,

即有
: l o D一 `

簇 x < l o D

故可令 X 一 0
.

D
I
D

Z

… D
。 , z o D ,

且 刀
,

笋。

即有
: ZB

= 0
.

D
I
D

Z

… D
, , l o D ,

且 D
l

笋。

由 B 的取法和 D o m 伍场)的性质知 引理得证
。

定理 1 对于任意给定的指数 D
,

存在唯一一个不稳定阶 B
。

证明 令 B ~ m i n { B `

}B `
任 D o m ( B D ) }

( 2 )

_
.

_

{O

则 召一悦
.

D 一 1
’ , . 二

1 [ r兮一 - -二 ]叶
.

1
气一 1 0 9

20 乙一

若 D 一 1

若 D 笋 1

对于 D 一 1 的情况
,

B = 0是不稳定阶容易检证
。

假设 D 护 1 ,

由引理知有
:

Z
B

= Z L 毛J+ 1

`可乒 = 0
.

D
,
D

Z

… D
二 , l o D ,

且 D
l

笋 。

下面证有 Z B一 `
= o

.

D
, I

D
` 2

… D
` . , l o D一 ` ,

且 D
` 、
笋。

,

我们从考查 o
.

D
、

D
:

… D
.

的大小

着手
:

~
.

D 一 1
. _ D 一 1

四 L花瓦蕊 J又 i石瓦范

故

故有

即

故有

0
.

D
z

D
Z

… D
. 关 1 0 D ,

< 2
z生带黔兰

D + 10 9
、 。

0
.

D
、
D

Z

… D . < D 一 1 + 10 9
、 。

2

10 9 1 0
0

.

D
I
D

Z

… D
.

< 10 9
; 。

( 2 , 1 0一 `
)

0
.

1镇 0
.

D
:

D
Z

… D
二

< 0
.

2 ( 3 )

由此可得 Z
B一 `

, 1 0 D一 ’ ,

且 D
` 1

并。

2 B

2

0
.

D
1
D 2’’

·

D
.

2

铸 l o D
= 0

.

o D
` z

D
` z

… D
` . 共 1 0 D一 0

.

D
` z

D
` 2

… D
` ,

。 ,
, 、 , ~ D 一 1 二

,

~
, . 、

。 一~ * 、
肌以

,

乃 Li: 二一下」 一 1 气刀子 1 少 足小佩正 日「。

i u g l o `

由 B 的取法知
,

B 是唯一的
,

定理 1 得证
。

根据定理 1 的结论和 D o m ( B户 的大小知
,

在 B 的取值范围内
,

有近 1 3/ 的阶码可

能导致式 ( 1) 计算出错
。

因此
,

寻找更为可靠的求 D 公式是必要的
。

下面的定理为这个

努力提供了线索
。

定理 2 对任意给定的阶码 B , B 是不稳定阶当且仅当 LB 以09
1 0 2」一 L ( B 一 1)

,

10 9 1。
君了 + 里; B 是稳定阶当且仅当 亡B

`
10 9

1 0 2 :
,

一 亡好孚 l 夕 ` 10 91
0 2了

。

证明 设 B 是不稳定阶
,

由定义有
: 2刀= 0

.

八 D
Z

…几
, 1 0D

,

ZB 一 ,
~ 0

.

刀
1

D’
:

… lD
, , 1 0D

一 ’ ,

且 D
, ,

刀
,

不为 o 取对数再取下确界得
:

LB 二 10 9
1 0 2」= D 一 1

,

L ( B 一 1 ) ` 10 9 10
2」= D 一 2 ( 4 )

显然有
:

LB ` 10 9 ,。 2」一 L ( B 一 1 ) , 10 9
10 2」 + i

必要条件得证
。

下面证充分条件
:

设 LB ,
10 9

1 0 2」 = L ( B 一 z ) , 10 9
1 0 2」+ 1

,

由引理中的式 ( 2 )

3 3



中
,

可以假定
:

ZB
= 0

.

D
I
D

Z

… D
. , l o

D
( 5 )

从而有
:

LB ,
10 9

。。 2」~ D 一 1

由充分性假设
,

有
:

[ ( B 一 z )
*

10 9
1 0 2」一 D 一 2

即 ( B 一 l )
,

10 9 1 0 2~ D 一 1 + △
,

其中一 1成△< o

令
: △一 10 9 飞。 O

.

D
` ,

D
` 2… D

` , ,

且 D
` 1

尹。

可得 2台一 ’
一 。

,

D
, ,

D
` 2

… D
` , 二 l o

D 一 ’
( 6 )

由式 (5 ) 和 ( 6) 知
,

B 是不稳定阶
,

充分条件得证
。

B 是稳定阶的充要条件证明类似
。

(证略 )

从定理 2证明过程中导出的式 ( 4) 可以看到
:

LB 二
109

1 0
2」 + 1一 D

,

L ( B 一 1)

fo g l 。 2」 + 1一 D 一 1
,

它们有相同的计算模式
,

若用 B 参与运算可求得 D
,

若用 B 一 1 参

与运算可求得 D 一 1
,

这使我们设想
:

能否引入一种控制
,

使得式 (1 ) 在求 D 时
,

可根

据所给二进制浮点数尾数值的不同
,

正确选择 B 或 B 一 1 参与运算
,

从而获得正确的指数

D
.

下面的定理找到了这种控制
。

定理 3 若 B 是不稳定阶
,

则关于 B 的变指尾数点
: 。 ~ 1 0 [ B , `O“ 10 2 〕/ Z B 。

证明 因 B 是不稳定阶
,

易知有
: Z B一 `

< 10 D一 `

蕊 2刀

即有
: 2一 `

< l o
D 一 `

/ ZB

镇 i

由定理 2与式 ( 4 ) 知
: t 。 = l o D 一 `

/ 2刀

因为对所有小于 t 。 的尾数有
:

0
.

B z B :

… B
, 关 Z B

< t 。 关 ZB
= l o D一 1

且 0
.

B I B : … B
。 , ZB

= o
.

B , B Z

… B
, * o

,

D
I
D

Z

… D
. , l o D ) 0

.

5 ,
0

.

1 二 l o
D

= 0
.

5 *

I O
D I

故有 o
.

B , B Z… B
, 二 Z B

一 o
.

D
` I

D
, 2 … D

, , , l o D一 ` ,

且 D
` 1

( ) 5 ) 关。

对所有大于等于 t 。 的尾数有
:

0
.

B I
B

Z

… B
,

Z B

妻 t 。 , 2召 ~ l o D一 `
一 0

.

1 * l o D

且由定理 1式 ( 3 )知
,

0
.

B l召 2… 丑
, , Z B

< ZB

< 0
.

2 , l o
D

故有 o
.

B , B Z… B
。 二 ZB

一 o
.

D
,

D
Z… D

, 二 1 0 D ,

且 D
l

(一 1 ) 笋。

所以
、 ,

t 。 是关于 B 的变指尾数点
。

定理 3 得证
。

若事先求出全部的 t ,

并存于一张表
,

则可构造如下求 D 公式
:

D = LIN T ( B
.

B I B Z

… B
,

一 t B
) * 10 9 1 0 2」+ l ( 8 )

其中
,

B
.

B I B Z… B
,

是分离二进制浮点数的阶码与尾数后组合而成的定点数
; IN T 是取

整操作
。

显然
,

对于不稳定阶 B
,

式 (8 ) 能够根据尾数 0
.

几 B Z

二 B
,

与
t 。 的大小关系正确选

择 B 或 B 一 1参 与运算
,

得到正确结果
。

对于稳定阶
,

式 (8 ) 未加判断地也做了同样的

选择
。

由定理 2 知
,

此举不影响正确性
。

因此
,

若不考虑硬件精度位数限制带来的误差
,

式 ( 8) 是一个精确求 D 公式
。

下一 节我们将从工程的角度评价式 ( 8 )
,

进而给出一个可实际应用的最小总误差求

D 公式
。
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2 最小总误差求 D 公式

将式 (8 ) 应用于工程实际时
,

有如下三个间题
:

(1 ) 受机器字长限制
,

二进制浮点

数的尾数和 t ,
值存在误差

。

因此
,

式 ( 8) 的计算结果仍含有误差
; (幻 坛 的个数由定理

1 知是一个不小的数
,

将 t 。 存于表中会占用一大片主存单元
;
、

(3 ) 为得到 t ,

需查表
。

这

会严重地影响算法效率
,

因此
,

要找到一个空间比式 ( 8) 小
,

正确性 比式 ( l) 高的实

用求 D 公式
。

方法之一是取一常数 t 来代替表中的全部 t 。
,

即令
:

D ~ LI N T ( B二
I B 2

… B
.

一 t )
二

l o g
l o Z j + 1 ( 9 )

显然它没有空间占用
,

但 t 取何值才能使式 (9 ) 具有最小误差呢 ?

用 t 代替各个 t , ,

出错的尾数区间是 巨
,

)t 或 〔t t ,
)

。

若将所有的 at 按大小排序并

赋一下标
,

可得
:
如

1

< 如
2

< … < t NB
,

其中 N 为变指尾数点的最大个数
,

勺、
一 1

·

0
,

耘 1

> .0

N

5 ,

则 了 (t , 一

买
,卜

t。 `
,

, 任 〔。
1

、 〕 表示用 : 代替各个 tB 时
,

出错区间的总和
。

下

面求解使 f (t ) 最小的 t 值
。

该问题更一般的描述是
:

已知
:

0
.

5一 t 。 < t :

< … < ` < t 、 1

< … < 坛一 1
.

0
,

N 为正整数
,

t ` }
,

t 任 〔t。 t二〕
,

试求使 f ( t ) 在 口
。 t二〕 上取小值的点 t `

.

解 函数 f (t ) 在 〔t。 t月 上是连续的
。

(易证
,

略 )

由连续函数在闭区间上的性质知
,

在 仁t。 t们 上至少存在一点

(t ) 在该区间上的最小值
。

将 闭区间 〔t 。 t N 〕 分割成 N 个子区间 〔t . t , 、 ,

〕
,

m 一 。
,

1
,

t · + 1

」
,

则有
N 邢 N

函数 f (t ) 一习 ! ,一

了使 f (t’ ) 是函数 f

… N 一 1
.

设 t 任 〔̀

f ( , ) 一 习 It 一 , ` {一 名 (亡一 ,
,

) + 习 (“ 一 , )

f = 价十 1

N

一 ( z m 一 N + z ) , + c
,

c 一 名
, 、 一 习

, `

t = 门+ 1 1书 0

可见
,

函数 f (t ) 在各子区间上表现为线性函数
,

故其极小值必在端点处取得
,

所以使

函数 f (t )在 〔t。 t司 上取最小值的点必在 t ` 中找到
。

~
、 , _ .

_ ~ 一
; , _ _ 尸

N 一卜 ~ ~
, , 、

一
二 , ,

~ 。 、
二 “ 晶 ~ 一 , 一 “因为对于所有的 m < 「址二止飞

,

函数 f (t ) 在 口
二 t、 1

〕 上均是递减的
,

对于所有的
~

/ J
.刁 切

尸
’ 「 J 曰 J ” ’ 一

’

2 ” ~ ~
“ 、 -

一
` 一 , 一 , 丁 几曰

一
`

~ 一
’ ” 一 ` ’ `

一

“ `

”
’ `

一 `

尸

N 一 1 , , , 、

一
尸 , , : ` 。

、
二 ` 一 ~ 一

r

N 一 1 ,

,
、 ,

、 , ` r

m > 「竺音三 1
,

f (t ) 在 口
二 t、 1

〕 上均是递增的 ; 对于 , 一 「二下己〕
,

若 N 为偶数
,

了
~ / ’

2 ” “ 、 ’ 产

阵
` 一朋 ’ 网十 ` 习

一一
J

~ ~
一
曰 M J , ` ’ 切 礴 ”

一 ’

2 ”
’

目
-

一
’ 「 ’

~
’ “

( t ) 在 仁t , t , + ,

j 上是递增的
,

若 N 为奇数
,

f ( t ) 在 〔t二 t · + 1

] 上恒取 C ,

所以 t ,

= t「

午
:

必使函数 f (t ) 在 〔t。 t月 上取得最小值
。

(解毕 )

式 ( 1 ) 是式 ( 9 ) 的一个特例
,

即取 “ = 0
·

5
·

由函数 f ( ` ) 在区间 「t。 `「

午
1 )

〕 上的

递减性知
:

了 (0
·

5) > f 伍夸
、

), 就是说式 ( 9) 的误差区间总和 比式 ( 1) 要小
,

因此

正确性更高
。



3结束语

式 ( ) 9中取 `一 t r
午

1
是基于公式可能遇到系统允许的全部二进制浮点数而推导出来

的
。

如果一个计算机系统是应用于某个专门领域的
,

公式遇到的浮点数中
,

t ,
有聚类性

,

例如偏向基本区间〔0
.

5 1
.

0) 的某个部分
,

那么
: 的取值可以在一个更小的范围考虑

,

方

法与结论形式均同上
,

但公式更具针对性
,

效率也将更高
。

本文 的研究曾得到李晓梅教授
、

蔡放讲师的帮助
,

在此表示感谢
。
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