
国 防 科 技 大 学 学 报

JO U R N A L O F N A T 10 N A L U N IV E R SIT Y OF D E FE N SE

第 巧 卷第 1 期 1 9 93 年 3 月
户

T E C HN O L O G Y

V o l
.

1 5 N o
.

l

巨型机求解大型稀疏问题的 K r ylov 子空间法
’

杨岳湘 李晓梅

(电子计算机系 )

摘 要 求解大型稀疏问题最流行的方法 是建立在子空间投影技术之上的
。

这类方法

的主要吸引力是仅需要使用矩阵向量乘法
。

我们给出Pc G
、

G MR E s
、

Lan cz
o s
和 Da vi dso

n

算

法及在 Y H 一 I上的实现
,

然后比较每一方法的优缺点
,

并尽可能讨论其并行执行
。

关镇词 矩阵
,

大型稀疏问题
,

K ry lo v
子空间

分类号 T P3 o z
.

6

K ry fo v

子空间法是用子空间 K一
sp an (v

,
A v ,

⋯
,
A “ 一 ‘

v) 的投影法
,

其中 A 为 N x N 阶数矩阵
, 。

为任一单位向量
。

它的主要思想是利用 K ry lo v
子空间的信息构造近似解

,

其特点是每次迭代重复使用

大型稀疏矩阵向量乘法
。

巨型机的出现后
,

用此种方法能有效地求解大型稀疏线性方程组 A X 一 b 及大

型稀疏特征值间题 A X 一议
。

本文将上述两类问题统称为大型稀疏间题
。

在工程计算中
,

要解二维
、

三维数理方程等领域大型稀疏间题
,

直接法开销太大
,

而迭代法存贮省
、

并行度大
、

收敛速度快
,

从而使这类方法解题效率很高
。

虽然 目前还没有充分理由说明哪一个算法最好
,

但实践表明
,

对大型稀疏线性方程组求解间题
,

当

A 为对称正定时
,

PC G 算法最合适
,

具体采用哪一个 P CG 算法依赖于巨型机的类型
。

当 A 非对称时
,

PG M E S 算法最合适
,
当 A 为对称不定时

,
L an cz o s

算法最合适
。

对大型稀疏特征问题
,
Lan cz os 算法和

n av id so n 算法最合适
。

多色排序
、

分块
、

预处理
、

稀疏矩阵向量乘等是提高并行性的关键技术
。

1 求解大型稀疏线性方程组

线性方程组
:

A X 一 b (1 )

给定一个初始向量 x 。 ,

从 x 。十K ,

中寻找一个近似解 X . ,

使 b一 A X .
上玩

,

其中 K . 、

玩 为 m 维子空

间
。

K r ylo v

子空间方法中 K 。 = K , (A
, r。) = sp a n (r 。 ,

A r 。 ,

⋯
,
A “一 ‘r 。)

,

其中
; 。= b一 A X

。。

根据 K , 、

乙 ,

的选择可以得到不同 K ry lo v
子空间方法

。

(1) L
一K , 一K 彩A

, ; 。)
。

当矩阵 A 对称正定时
,

其扼梯度法即为特例
。

(2) 瓜一 AK . ,

K一 K . (A
, ; 。 )

。

这种方示主要是非对称情形
,

X .
使残差模 }}b一A x l}

:

在 x 。

+ K .

上最小
。

(3 ) 玩 ~ K抓A T , ; 。)
,

K一 K认A
, ; 。)

。

对称情况下
,

这种方法成为第 (1) 种情形
;
非对称情况下

,

·
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双共扼梯度法 BC G 即是这类方法的代表
。

〔4) L
一瓜一 K . (A T A

,

八丁 r0 )
。

这是一个标准共扼梯度方法应用到 A T A X ~ A Tb
。

对于标准方法

(l) 的条件数太大的情况
,

这种方法 比(1) 和 (3 )更有竞争力
。

1
.

1 预处理共扼梯度算法 PC G

共辄梯度法成功的一个重要因素是强有力的预处理方法
,

方程组(1) 变成
:

M
一IA X = M

一 l b (2 )

其中 A 为对称阵
,

M 一 乙U 是预处理矩阵
,

不完全 LU 分解使 L
、

U 分别同 A 的上下三角阵具有同样结

构
。

对于一般稀疏矩 阵
,

执行标准 L u 分解
,

然后丢掉所有产生的填充元素
,

称作 IL 口 (。)
。

IL U (K )是

允许在某些对角线上产生填充元素
,

它比 IL U (0) 更接近 A
。

但是是否分解越精确
,

并行处理越好呢 ? 大

量实验证明
,

在并行向量巨型机上
,

高层的 去g 分解比 ILU (0) 或 IL U (l) 预处理效率要低些
。

算法 l 预处理共扼梯法 _

” 计算预处理矩阵 M

2 ) 开始
:

置
r 。一 b 一 A X

。

P
。

一 2
。

一M 乍
。

豹 迭代
:

直到收敛

(a ) 。 = A P ; (b ) a 一 (yi
,

Z ) / (。
,

P )

(c ) 乙 川 一 了 t 氏P
;

(d ) 了
1
一 7

,

一 a, 田

(e ) 必 一 ,
一M

‘

不_ , ; (f ) 口一 (艺
, : ,

Z 一 ) / (Z
,

Z )

(g ) 尸 + , 一 Z * 1
+ 月P

算法 1 在 巨型机上的执行

1) 建立预处理矩阵

2) 矩 阵向量乘法 (3 (a ))

3 ) 向量更新(3 (c )
,

3 (d )
,

3 (g ) )

4 ) 内积计算(3 (b )
,

3 (f) )

5 ) 预处理执行 (3 (e ))

1
.

2 预处理 G M R E S 算法
G M R E S 是对一般非对称稀疏矩阵的最小残差算法

。

它类似于共辘梯度算法
。

设一般大型稀疏线性

方程组 傀X 一 乃
,

预处理矩阵为 M
。

M
一 I

A X 一 M
一 ] b

算法

l )

2 )

2 坝处理 G M K E S

开始
:

选择 二。

和 K r ylo v
子空间维数 M

A r n o l、ti过程

计算 艺 一M

J一 1
.

2
,

h 一 (几了
-

引厂一 :
一M

,

(b 一 A入 )
,

月-

,

m d

互
魂夕

, , 。
J

)
,

i一 l
,

1 .

丫
, ,

,

A 妈一 山凡
,认

}{了
。 {1

, 。1
= 7

。

/夕
。

事
一 1

h
, }

.

一
{介

一 1

叭、 l

一几
+ 1

/h
, 一 l ,

定义 11
.

为(m 一 l )X m

3 ) 形成近似解

求向量 y 、 ,

使 I (夕 ) 一

5 2

上三角 H es se nb eT y 矩阵
,

它的非零元素是 气
, .

月
e l

一 H
, y

~

最 小
, e l

一 (1
,

0
,

⋯
,
o )



计算 x 。 ~ x 。

十U 、

为
。

4) 重新计算
。

若满足条件则停止
,

否则 x0 ~ x . ,

转到 乙

算法 2 在并行向量机上的执行

1) 建立预处理器 ;

2) 矩阵向量乘法
;

3) 相对于一组正交向量
,

正交化一个向量
;

4) 向量更新
;

5) 预处理操作
。

上述两类算法有很多共同之处
,

在巨型机上的主要瓶颈是
:

(l) 内积计算和矩阵向量乘法
;
(2 ) 建

立预处理和预处理操作
。

通常巨型机上均提供内积指令或实用内积程序
,

用户直接调用
,

在上述算法中

的内积还可以提前计算增加并行性
,

见文献〔7」
。

矩阵向量乘法文献【6」已作了详细研究
,

我们已建立了

相应高效软件
。

预处理与机器类型有关
,

D u bo is 的多项式预处理是基于间题的对角结构
,

将原方程两边同乘以一

个多项式
: S (A )A X = S (A )b

.

Meij er in k 和 V an der vo rs t 的不完全分解预处理
,

最早是使用不完全循环

约化法
,

后来 V a n d e r v o r st 建议用一个简单的 N e u m a n n
序列代替两对角线的逆

。

A x e s so n 和 Co n e u s 、

G ol u b 各自独立地给出了块不完全分解
。

以上方法适于短 向量巨型机
。

E
·

L
·

Po ol e
给出适合于长向量

机的多色不完全分解预处理
。

1
.

3 L a n e z o s
算法

在实际间题中经常碰到系数矩阵对称不定的方程组
,

即系数矩阵有正的特征值
,

也有负的特征值
。

此时共扼梯法失效
,

因为此时 (A , ,
y )不是 x ,

y 的一种内积
。

C
·

C
·

Pai ge 等给出了 L an cz os 过程来求

解这种方程组的方法
。

它的基本思想是
:

利用 La nc zo
s
过程将方程组化成对称三对角方程组

。

当 A 为稀

疏矩阵时
,

用到的只是 A 与向量
。
的乘法

,

易于向量机上实现
。

详细过程类似于下节
。

2 求解特征值问题

巨型机上求解大型稀疏特征值问题的最为有效的算法是 K ry lov 子空间法
。

La nc zo
s

算法和 D av id
-

s o n
算法是最著名的代表

。

L a n cz o s
算法求解对称矩 阵特征值问题是五十年代提出来的

。

基本思想是取

一个单位向量
v ,

通过 L a
nc zo

S
过程构造一组正交化序列

v , , v Z ,

⋯
, v , ,

Q 一 [v
, , 。 : ,

⋯
,

饥〕
,

则 Q
’

A Q

一 T 是一个对称三角阵
。

这样 A 的特征值问题化成三对角特征值问题
。

由于舍入误差影响
,

在求 认 的

过程中
,

所求 vi 很快失去正交性
,

因此 L an cz o s

算法在 50 年代到 60 年代认为不稳定
,

很少被使用
。

直

到 1 9 7 1 年 Pa ige 通过对舍人误差分析
,

发现失去的正交性恰与近似特征值精度提高相关
,

重新肯定

L a n c
o

s

算法是一种求解大型稀疏特征值间题的有效方法
。

特别是每次迭代用到的只是 A 与向量的乘

法
,

迭代过程中的计算都是向量间运算
;
正适于向量并行处理

。

算法 3 L a n e z o s
算法

开始 选择初始向量 t)1

迭代 , 一 z
,

2
,

⋯别
,

D o

y 一A 7勺

如果 J> 1
.

计算 y :
一 y 一几妈

一 ;
、

价 一 (y , v ,

)

y 一 y 一 马仇

风
+ : ~ }{y {}

:

vj + : ”y /风
十 1 ;

式中主要迭代可以描述为三项递归式
:



月
, 十 1。广 : 一 A 巧 一 a z

竹 一 月
,
巧一 1

马
,

风
十 :

被选择为使年
l

与 叱
,

巧一 1

正交
。

I-a nc zo
s
算法在巨型机的执行

:

无重新正交化带来的好处是适于并行
、

向量处理
。

部分正交化和有

选择正交化在本质上与无正交化相同
。

当使用全正交化时
,

必须执行一个好的 G ra m
一

Sc h m idt 算法
。

M C G (修正 G r a m
一
S e h m id t ) 过程

:

d o k一 1
,
观

n o rm aliz e
断

d。 ] 一 k + 1
,
阴

口, : 一 巧一人 (口
, ,
姚 )

其中 协
,

k ~ 1
,

⋯
,

二 已被正交化
。

内循环能并行化
。

为了提高效率
,

使用徽任务和宏任务语句达到 同

步
。

三对角阵 T 的特征值的求解
,

已有许多好的方法
,

我们使用多段算法
,

参见文仁2〕
。

类似于 I
一

an cz os 算法
,
D av id s o n

算法是建立在矩阵在子空间投影的基础上
,

其中子空间维数不断增

加
。

在一定程度上
,

Da vi d so n 方法可以认为是 L an cz o s

方法的预处理版本
。

这种预处理与线性方程组的

预处理技术大不一样
。

如果预处理高效的
,

则收敛快
。

主要缺点是每一次迭代计算量要随空间维数增加

而增加
。

Dav 记so
n

算法用于计算最大特征值
,

其描述如下
:

算法 4 D a v id so n

算法

开始
:

选择初始单位向量
。l ;

迭代
: ; 一 1

,

2
,

⋯
,

D 。

迭代 少= l
,

2
,

⋯
,
走 D

。

叭 一 A 。,

(仅计算最后一列 )

11
,

一可匆 (仅计算最后一列 )

计算 H
少

最大特征对 (久
,

必

x 一 巧y

r 一口jy 一几x (残差 )

收敛测试

if i < k :

t ~ (M 一义‘)
一 ’

y 〔M 为预处理阵 )

巧+ : ~ M G S (〔巧
, t〕) (修正 G ra m

一

S c入m id t 过程 )

场 一艾

其中预处理最简单形式是 Jac ob i预处理
。

若无预处理
,

即 M二I
,

则子空间序列同 K ry lov 子空间等价
,

Lan
c
o

s

算法与 D av id s o n

算法理论上等价
,

但由于正交基不同
,

计算过程不同
。

若需同时找几个特征值
,

则可以使用 D a vi d s o n
块方法

,

同时计算 H
,

的几个特征值对
,

并且几个向

量被加到基向量
。,

中
。

D a v id s o n
算法执行

:

初始
:

给出第一块的初始猜测

外循环
:

内循环

C A LI
一

M A T M U LI (A 乘最后的块 )

C A l l M V T W (H 的更新)

由 E IS P A C K 中的 T R E D I一 T R ID Z B 一 T IN V IT 一 T R B A K I) 计算 N B 个最大特征值和特征向

5 4



量 ;

C A L L R IT Z (计算 R it z
向量 ) ;

收敛测试 ;

测试内循环结束否 (其中是否包含太多向量 ?)

C A L L C O R R E C T (预处理新块的每一个向量 ) ;

C A L L C O MPL (新块在子空间正交部分上的投影 ) ;

C A L L G R A M S (修正 G r a m
一

Sc hm id t 正交化过程 ) ;

C A L L G R A M S (在一个即将作为新迭代的 Ri tz 向量上 )
。

D av id so
n

算法主要用于量子化学
,

而 Lan cz
o s

算法应用更广泛
。

3 结 论

我们给出了巨型机上 K ry lo v
子空间法的主要技术和算法

。

它们的主要共同点有
:

(1 ) 每次迭代都要多次使用矩阵向量乘法 ;

(2) 每次迭代中要进行的计算均是向量计算
;

(3 ) 采用稀疏存贮结构
,

节省空间
。

‘

线性方程组的预处理技术和内积计算
,

矩阵向量乘法是共扼梯法的关键
。

我们给出了并行向量化措

施
。

特征值问题 Lan cz
o s
过程及 Da vi dso n 计算方法的关键是矩阵向量乘法和正交化过程

。
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