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�自动控制系�

摘 要 本文确定了对载车数学模型构造方法
, ,

并试图以 � � � 一 � 移动机器人作为实

例
,

用非完整系统力学当作分析工具
,

通过实验获得模型数据
,

并由实车行驶进行检验
,

几

个里要参数由仿真试验校核
。

数学棋型的仿真与室内协行车试验相对比的结果比较一致
�

对

同类载车数学模型的建立提供了有效的方法
。

关镇润 动力学
,

数学模型
,

移动载车
,

仿真试验
,

非完整系统

分线号 � �  !

不管是遥控的或是自主的移动车辆
,

如果让载车行驶在要求的路径上
,

作路径规划

或道路跟踪
,

都需要对移动车辆进行导航系统的设计
。

由于载体的速度变化
,

尤其在高

速机动的情况下
,

都会产生动力学效应
、 ,

因此
,

在驾驶控制中必须包含有动力学的补偿

项
。

利用载车的数学模型
,

采用计算机仿真计算的办法
,

可以初步地确定载车在要求的

路径上运动时的动力学影响
,

但是载车的数学模型是与车辆的速度及路面条件有关
,

因

此欲一般地精确地建立车辆的动力学模型极其复杂而困难
。

六十年代国外为了车辆高速转弯及公路行驶时前后车避碰的自动控制上的需要
,

给

出了一些载车模型
。

这些模型的表示虽较简明
,

但为确定模型中的某些参数进行了大量

的实验
。

进一步又可看到
,

这些参数在工作范围中变化很大
,

从而使简单的定常数学模

型为之失效
。

因此还不如直接采用所需非线性因素的非定常的数学模型
,

对载车的动力

学效应进行研究
。

这样
,

虽然在对模型的计算及推导上是麻烦的
,

但对车辆动态响应的

表达上更加逼真
。

在数学模型已定的条件下
,

关键是确定模型中的主要参数
。

一般情况下
,

模型中涉

及体积重量等的参数可以精确地量度
,

但与道路环境有关的动力学参数
,

只有通过对载

车动态行驶中作实验测定
。

作者提供的非线性变系数载车数学模型参数
,

是利用载车在

特定条件之下
,

进行动态实测得到的
,

对固定的载车及一定的环境
,

参数的可信度极大
。

这已由本文的仿真结果得以证实
。

对于模型正确性的评价
,

则是通过实车与仿真二者的

试验比较得到
。

上述方法是作者在对 � � � 智能车实验研究中综合出来的
,

具有一定的局限性
,

但对
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于一般车辆数学模型的研究
,

必建会有斯启示和借墓叔尤其是数学推导中存在的不确定

性
,

可以通过实车的实验结果进行弥补的思想
,

在实际中是极有意义的
。

作者在模型形

式的处理上 已充分地利用了这点
。

� 车的外 形 及樟型结构

� � � 智能车的外形见图 � ,
一

它是由两个后轮分别独立地驱动
,

前轮安装在前叉上称

为被动导向轮
。

通过控制电麟分黔地操纵两个后轮的转流及转速比挽制载车的行驶速度
及驶向

。

图 � � �� 智能车外形及行艘的孰迹

为分析及计算方便
,

�耳� 智能车可简化成图 �
一

所示的模型结构
。

,妒
�米
,

月� � ‘ 工

图 � �� � 棋型结构 图 � �  � 智能车的坐标系

图 � 中 �
、,

切 �
为驱动粉

,

切
�
为导向轮

,

�
, ,

凡相应为车身及前叉
‘

� 坐标系

� � � 智能车的坐标由图
下

� 表示
。

从图 � 看出
,

小车在平面上的状态可由驭动轮 。
,

和二
� 的转角礴和角 导向轮切

�

的

转 角 中� 前叉 � � 相对车架的转角 价
�
质心 � 的坐标 � 和 � 及载车的方位角 夕

,

共计七个参

数完全确定
。

小车可视作由质心在 � 处的车体 � , ,

两个驱动轮 �
� ,

�
�

及一个导向轮 切�
的四个刚

性组合体
。

并设左右驱动轮结构相同
,

其质量为 �
, ,

导向轮质量为 , ” 它们相对于垂直

� �



轮面的转轴的转动惯车分别为 �
,

及 �
� �
通过轮心且在轮面内的轴的转动惯量分别为 ��

�

及 ��
�

载车自身重量为 �
� ,

并设质心 � 在它的中心线上
,

它围绕质心且垂直于路面的轴

的转动惯量为 � �
�

� � � � � � � � 方程

小车三个轮子与地面接触点的速度方向不能任意
,

受到车轮滚动方向的约束
,

因此
,

小车的动力学数学模型应按非完整系统的力学进行表示
。

� �� � 年俄国学者 �� �� ��� 推得了一阶线性非完整约束条件系统的运动微分方程
,

即

�� �
� �� � 方程

�

最霎
一

雯
一 �

,

�

交聂�乡、
�
十

、
‘ � ‘ 一

� 一 � ‘ 一 ’ � , 一 �

表
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占 � 户
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万
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� � � 一 �
,

� ,

⋯
, � � � 二 �

,

�
,

⋯
, ‘

�

�

其中 �
,

为广义力
,

� 为系统动能
,

全为由独立的广义速度即奋
。

�。一 �
,

�
,

⋯
,

示的动能
,

即

于 � 全�。
, ,

。�
,

⋯
,

。
, �
奋
� ,

⋯
,

奋
� ,
� �

方程 �� � 中系数为

召
�

一�、
卜

产们一汁节一�
卜卜一乙�一十

沪
仁���一��

� 梦月二
丙

,

�

客
�
一豁 �

一

�鲁
三 �

客
�

一
, � � , 三 �旦乓牛业 � 女馨竺业。

。� ,

卜 �塑型 � 女
。

� � , 。

、 沉 昌 口� ‘� 了 � 、 叫
,

之�

对于齐次非时变系统约束
,

方程 � �� 变为

最霎
一

蒙
一

始鑫羲客、协鑫�羲
� 吼

夕

画
·

� � �

� �� �

�夕 � � , �
,

一
, � � ￡ � � 一

� � 叮 二 �
,

�
,

⋯
, ￡ � � 一 �

,

�
,

⋯
, 。�

其中
�
为广义速度个数

,

� 为线性相关广义速度个数
, 。
为线性不相关广义速度个数

。

� 运动约束

对粗糙路面上行驶的车辆
,

若车轮由橡胶制成
,

在正常情况下
,

车轮与地面之间不

产生滑动
,

因此
,

假设轮子在地面作纯滚动是合理的
。

于是小车三个轮子与地面接触点

的速度应该满足
� 切,

二 � 口 ,
� � 叨,

� � � � �

这就是智能车的非完整约束条件
。

设广义速度为

� � �

� 喀 �

夕� 。
,

奋
�
� � � � � �  � � 夕� �� �

,

� 。 � 云

夕
,

奋
,
� 护

,

奋
。
一 必

� ,

� 一 毖� �� 口� 少
� � �

� � �



其中

向与

为旋转角速度
, � 为纵向速度

,

方向与车身 � �

的中心线一致
。 � ,

为侧向速度
,

方

的方 向正交
。

可以推得以广义速度表示的非完整约束微分方程组
,

即

� 。

二
�

二
� 。

,

,

�
�

� 一 面�
‘
十 贾 �

“’ � ‘ � 万�
‘
十 面 �

�
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汁
,
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,
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、 、 ·
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,
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�
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叽一一
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一一�
一了易知

� �

� 能量及广义力

若运动刚体的坐标轴通过惯性主轴
,

则刚体的动能可表示成

� � �
己
十 �

�

其中
�
一晋

� 二 �
� , � �

, ,

� ·

� 百、� ‘田� � ��叫 十 �� 。蒙�

相应为平动及转动的动能
,

�
。

为刚体质心的速度
,

� �
,

� � 及 ��

分别计算 �
� 、

�
� 、

�
�

及 � ,

的动能 �
,

��� �
,

�
,

�
,

� �
,

� 一 � �
十 �

�
� 丁

�
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� � �口
� ,
� �

,

⋯
,

今
� ,
� 。�

将方程 �� � 代入上式
,

消去相关项
,

即得

了 一 了�奋
, ,

叮�
,

、� �

为主轴的转动惯量
。

最后相加得车的总动能

�� �

�
� � � 气� � 少�了十 气不� � � 气� � 少�主

‘

� � � � �、
‘
�。

�

奋
�

�� �
�一�

一一

式中
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=
产,

+ 产3L Zsin ,
9
。
+ 产4L Ze o sZg 。

~
群: 十 产3e o s Z g 。

+ 产4s in Zg 。

1
,

.
_

一 青产:L s in Z g
。

2

‘ “

一
-

一
二 。

其中 产
,

( i = 1

,

2

,

3

,

下面考虑广义力
。

5) 为结构参数
。

fl
..

|
夕
1
1
.
|
.

4,

轮子与地面接触而引起的约束反力其元功为零
。

故广义力仅包括

电动机的电磁转矩
,

轴间摩擦力及空气阻力等主动力
。

若小车行驶速度
v
及转弯速度均

很小
,

则风阻及轴间摩擦力可忽略不计
,

即有

Q 、
一 Q

:
一 Q

。
~ Q

。
= Q

:
= 0

而 Q
3 ,

Q

今

为驱动轮 。、
,
。: 的电机转矩及阻尼力矩

,

设左右轮结构包括控制电路完全相同
,

可以写出其线性模型为

Q 。
二 K

,
U

。

一 K
Z, 3 ;

Q
;
一 K

I
U , 一 K

Z
奋
4 (9)

式 (9) 中的 u
。 ,

U
, 为左右轮相应的控制电压

,

K

工 ,

K

Z

为与载车结构及道路条件有关的

结构参数
,

可以通过实验测得
。

1 0 0



动力学方程

根据 Bo p
oheu 方程 (l) 式

,

考虑 (6)
、

( 8 ) 和 (9) 式可以写出 K D M 一 l 智能车的

动力学方程
:

a、,
( 、

。
)奋

,

+
a 1 2

(、
。
)奋
:+ a:3(。6)奋f+

a:‘
( 。。)奋孟+ *
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(
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。
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,
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( ,

。
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。
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aZ。
奋
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或者写成
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, ‘
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其中系数 久,
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,

2
;
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,
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,

⋯
,

6) 均为前叉转角价的函数
:
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l吞若+ ,

3a含+ ZJ
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Z
+ J

3
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产: 一 Zm ,
+ 。

3
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7 模型参数的确定

动力学方程 (1。) 为 w
、

v 的一阶变系数非线性定常微分方程组
,

它包含了小车运动

101



之间的各种关系
。

对小车运动精确描述的关键是合理的确定方程中的系数
。

在 (IC) 方程的系数中
,

有一部分参数是 由小车的几何及物理特性决定
,

如 产, ,

产2
,

拜3
,

产; 及 群5
,

J
, ,

J
Z

及 J
。

等
。

它通过对 K D M 智能车的实车量度和计算即可得到 (见表

1)
。

而另一部分参数不仅与驱动回路有关
,

还与小车行驶的路面条件有关
,

如 K
, ,

K

:

等
。

这部分参数只有通过实车在具体路面上行驶的过程中进行实测得到
。

下面介绍参数对 (K l
,

K

Z

) 的测定方法
。

考虑小车直线行驶时
,

必~ O
,

卿二 o
,

方程 (1。 ) 蜕化为

才
Kl:竺

‘

万
“·

)

,

厂
O_ ,

t
a 2 2 欠U 少刀 十 aZ‘v

~ 八
22气脚

,

节 u 曰

( 10 )

可以看出
,

当小车作直线行进时
,

两个驱动轮的控制电压是相等的
,

即
: , 。

一勺一 u
、

并且

小车由简单的一阶定常微分方程来描述
。

图 4 所示为其阶跃响应 曲线
。

图中时间常数 T
。

及给定控制电压
u‘
对应速度的最终稳定值 V

。

为
V (t)厂一一一十厂- 一一一一一一一- 一

a Z:
( 0 )

口26
“‘, 叭

阵(12) }Z二}
一一 尸 一

V
d
一 K

二

U

。

将 K
l、

K

:

用 T
。

及 K
.
来表示可得

K 2
(产2 十 产3)R

Z

ZT
。 ( 1 3 )

T

,

图 4 小车的阶跃响应

K
z (产

:
+ 产。

) R V
口

Z T

o

U

e

( 产
2
十 产3 ) R K

,

Z T

。 ( 1 4 )

可见只要实际测得小车在不同路面条件下直线行驶时速度的阶跃响应曲线
,

确定 T
。

和

K
, ,

即可得到对应该路面的参数对 (K :
,

K

Z

)

。

K D
M

一

1 智能车在不同路面条件下 由实验

获得的动力学参数对见表 2
.

表 1 实 测 参 数

序 号 名 称 符 号 数 量 单 位

驱动轮质童

导向轮质量

车身质量

驱动轮转动惯量

kg

kg

kg

kg
.
m 公

k g
.
m

Z

k g
.
m Z

m

m

mlmZ心升升尹儿

J3Rr

rn

J刀

n 1

n l

hl坑COL

:;

1WBO{:

n1

n】

: ;

被动轮转动惯量

车身转动惯量

骆动轮半径

导向轮半径

驱动轮厚度

导向轮厚度

导向轮臂长

后轮至前又距

两后轮间距

车身长

车身宽

车质心至后轮轴距离

1
.
725

0.975

75
、

2 0

0

.

0
1

0

.

0 0
5

2

0

,

0 0
3 8

0

。

0 0
2

0

6

.

4
6

7

0

.

0
9 7 5

0

.

0 7 7 5

0 0 3 4

0

.

0 3 3

0

.

0
6

5

0

.

4 4 6

0 3 3 5

0

.

6 6 8

0

。

5 5 5

0
1 5

力 1

n l

1 0 2



表 2( a) 测 试 记 录

次 序 路面条件
测试距离
〔m 〕

行驶时间

〔
see」

V a

[m /s〕
〔
美二
〕 K 州

[ m /
se t ,

V 〕
K 砂

[ m /
s et ,

V 〕

室内平滑水泥地

室外粗糙路面

室外潮温不平泥地

室外蓝球场

0 .3 6

0.357

0.305

0.357

0.42

0 。

5
0 3

0

.

8
9 6

0

.

4
6 6

0

。

1
6

0

.

1 6

0

。

1 3 9

0

.

] 7

0

.

1 3

0

.

1
2 9

0

.

1 1 1

0

.

1 2 9

15

010

14.

141314

11

O
C
甘
0.

⋯
巴dl匕吐
‘亡」

农 2(b)

次 序 路
.
面 条 件

万 rk g
·

m
Z :

J 、 1 胜 - 一~ ~ 号二六尸 l
一 s e C ‘ V 一

万
r
k g

·

m
Z
,

八 “L一石蕊一J

室 内平滑水泥地

室外粗糙路面

室外潮温不平泥地

室外篮球场

0.9327

0. 9057

0.4569

0.9361

1.3885

1
.
3263

0.5677

1.421 1

表内的 又1
,

又:为两次侧试值的平均
。

8 仿真结果

仿真试验(1)
:U

。

一U ,
( K

o a
U

。

= K

v ,
U , ) 小车作直线运动

丫
,,,‘,‘

尸咕U
产“.

y

}

〔m 〕

4
}
3
}

:巨O—

.= 0. 147
= 0. 42
48
48

图 5

打
一

犷 言
一

4 商
x

小车直线行驶仿真曲线 图 6 小车圆周行驶仿真曲线

仿真试验(2 )
: 。Uc 一 U

, 一U
。

小车作圆周运动
。

相应于仿真试验 (1) 的小车速度的过渡过程见图 7
.

岁
!
[
0
.
l m /

s
〕

!
f
〔o

·

’m /
·
」

哎
{
3冬 / 产一一

= 0
.
147 t。 =

= 2

.

4 8
u 。

= 2

.

.

4 2

4 8

二 = 0
.
364 56

K
。

二 0
.
1 4 7 t

、

= 0

.

4 2

u 。

= 2

.

0 0
u *

二 2
.
4 8

0 1 2 3 4 [
se e
〕

1 2 3 4 [
see
〕

图 7 小车速度过渡曲线 (直线行驶) 图 8 小车速度过渡曲线(圆周行驶 )

相应于仿真试验(2) 的小车速度及角速度过渡过程见图 8 及图 9
。
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实验验证
: (实车行驶试验 )

道路条件
:
室 内平滑水泥地

,

K

l

一 0
.
93

,

K

Z

一 1
.
39
.

实验记录
:

给定电压 (军
。 、

亏, 为电压比例系数)
:

U
。

= 专,
.

U
。

一 0
.
8 8 7 X 2

.
0 = 1

.
7 7 4 v

U ,
= 夕,

.
U

,
= 1

.

1 1 2 9 X 2

.

4 8 = 2

.

7 6
v

行驶情况
:
小车行驶在 D 一 4

.
84 [ m 〕的圆周上

,

2 3

.

4 「
se。

]行驶 7
.
6026 [m 〕

,

平均速度 V
。

、0
.
325〔m /

S
]
.

〔0
.
05/s]

入
。

= 0

.

1 4 7 t
.

= 0

.

4 2

“ ,

= 2

.

0 0 眺 = 2
.
4 8

涵
‘

图 9 小车角速度过渡 曲线(圆周行驶)

较
:
行车试验与仿真试验 (见图 9) 比较

,

误差小于 10 %
.

论

比结

Q口

K D M 智能车的数学模型是根据小的非完整性约束特点
,

以非完整系统力学进行推

导
,

是相当复杂而麻烦的
,

得到的数学模型形式是完整的
,

即前进与转弯的相互关联量

全部考虑在内
。

模型中某些不确定的量通过实验的方法获得
,

提高了数学模型的可信度
。

本文提供的方法
,

即以简单 合理的实验确定了与路面条件有关的参数对 (K
l ,

K

Z

)

,

实际上

是把车内动力系统及控制回路
、

路面及运动状态的不确定性
,

全部包含在 (K
I,

K

Z

) 的数值

中
,

因此
,

对于 已定的车辆及运行环境条件
,

采用的方法是巧妙的
,

给出的模型是合理

的
。

仿真结果与行车实验的符合程度令人满意
。

提供的模型形式是由三轮结构得到
,

对

其它形式的车辆有参考意义
。
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