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非牛顿流体不定常环管流研究
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摘 要 本文采用积分变换的方法
,

找到了一类非牛顿流体在环形管道中不定常流动

的解析解
,

并进行了数值计算
,

分析了非牛顿性系数和其他各参数对二阶流体不定常流动的

影响
,

指出当二阶流体非牛顿系数相同时
,

环管流与一般管流比达到稳定的特征时间较短
,

并

且相应的速度分布
、

平均速度分布数值均较小
。

在外半径相同时
,

环管流内壁的剪应力较之

一般管流
,

其大小随内径而改变
。

环管流外壁剪应力总相应地小于内壁剪应力
。

关扭词 环管
,

不定常
,

非牛顿流体
,

积分变换

分类号 0 3 5 7

流体流动的非牛顿性
,

已在许多工程问题
,

如管道设计
、

石油运输
、

高分子化学和

聚合物加工等
,

受到人们的重视
。

由于实际过程中影响流动因素很多
,

如果不加以适当

的简化
,

即便是数值计算也遇到很大的困难
。

韩式方 l1[ 2j[ 等曾对二阶非牛顿流体的一般管

流和环管流的非定常流动
。

用变分近似方法进行了探讨
; 刘慈群

、

黄军旗 3j[ 曾对二阶非牛

顿流体的一般非定常管流进行分析并得到了解析解
。

本文则对二阶非定常流体在环管中

的非定常流动作了分析
,

得到了简洁的解析结果
。

这些结果在特殊情况下包括了上述有

关结果
,

可为有关的工程间题提供简便可行的分析
、

比较依据
。

1 数学模型及其解析结果

1
·

i 基本方程

根据非牛顿流体力学的基本理论
,

二阶流体的本构方程为闭
:

二 ~ 刀
。 A l

+ 夕
I A爹+ 月

ZA :
( 1 )

这里 甲
。

是特征粘度
, T
是应力张量

,

A ,

和 A 。

分别是一阶和二阶 iR vl i n
一

E ir ck
s
en 张

量
,

夕
l

和 月
:

是二阶非牛顿流体的物质常数
。

对于环管非定常流
,

在粘性层流流动的情况下
,

可以假定只有沿轴向

不为零
,

且该速度分量只与半径
r
有关

,

即

w = w (
r ,

t )

z 的速度分量 w
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从 ( 2 )和 ( 3) 容易导出运动方程为
:
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( 2) 和 ( 3) 代入 ( 1) 式可以得到如下动量方程组
:
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夕
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r 、 一 甲

a “
, {

_ 。 了赶无日 l
之

下 , }十 乙拼 2 1
卜

; 一 }
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a议少气
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.

八 刁 } i天刃 、

一 } + 月
,

于 }于 }
于 )

’

“ 决 { } /

将 ( 8) 代入运动方程 ( 4) 便得到此问题的基本控制方程为
:

乏及￡ 刁力
.

1 1 / 决之 {
.

。 乡厂 1 刁 { 决刁 ) ]
二万

.

一 一 斌一 十 一 二 - { r 二丁
一
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, ~

二 i一 二
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虎 虎
r
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虎 L r 了
{
产 ) J

定解条件为初始时刻速度为零
,

内外两壁遵循无滑移条件
,

即
:

: 。 ( r : , t ) 一 O
; 双

,

(
r : , t ) 一 O

:
叨 (

r ,

O ) = O

这里
二 、

和 r :

分别是环管的内半径与外半径
。

引进
一

!; 列无量纲参数
:
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r

/
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该问题的数学模型简化为如下定解问题
:
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工 d
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2 问题的求解
:

对于 上面的定解问题可以找到其核函数为
:

R
一

(凡工 ) 一
l了队 J ) Y

「

(尸
。
) 一 j `产

,

、叭

这里 1
.

( 二 )和 Y 。 (二 )分别为第一和第二类 B es
s e l 函数

,

·

]
、
(尸 夕) Y

)

( 夕
。

) 一 I
。
〔尸

、

) y
。
(尸

,

歹) 一 0
, n =

特征函数 尺
。

(P
, 、 ) 在对应边界条件下的范数为

:

1 _ 兰
.

产二J葱(尸
·

, )

N (尸
。

) 2 1含(尸
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) 一 J苦( P
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、
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。
二 ) ( 1 4 少

马 为下列特征方程的根
:

1
·

2
电

…
,

二 ( l功

( 1 6 )

利用核函数 R 。
(八、 ) 对定解问题在区间 助

,

1 ] 上施行 H an ke l 变换
,

并利用关系

式 ( 17 )及 B e s s e l 函数的性质
:

么 (了 ) 一 一 了: ( 厂 )
.

Y
_

吐
,

) 一 一 y
「

{

(了 ) ( 17 )

朗斯基关 系川
:

法 ( 只 ) y
「

( 尸
。

) 一 y
。 `从 )

,

I (尸
, 、 一 2 / 7r 尸 ( ! 8 )

可以得到 如 「简洁的结果
:
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另外
,

若把原问题的解分解成两部分
:

u ( x
,

T ) = u l
( x

,

T ) + u Z
( x

,

T )

其中
, U l

( X
,

T ) 一

专〔
( l

一
) 一 ( 1一 ,

2

卜 ` n X / ,
n ,」代表非齐次方程的特解

, U Z
( X

,

二 ) 代

表齐次初始问题的解
,

原问题的解还可以表成
:

U ( X
,

T )

一含〔
ZX + ( 1 一 ,

2
) / (X `n , ) :

一 ;r

名
J。 (凡甲)

J 。 ( P
。
专) 十 J

。
( P

。

)

l
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_

{ 对 T } n , _ 、

’

可
’ 七入 F (一 了干不吓】)

’

八。 、 尸
·
J 少

( 2 0 )

这实际上证明了如下的恒等式
:

含[
( `

一
” 一 (` 一 ,

2
,

濡}一叠
J
。
( P

、

夕 )

J
。
(尸

。
夕) 十 J。 ( P

,

)

R 。
(夕

,

)

P三
( 2 1 )

依 (妙式和 ( 20 )式可以导出剪切应力和平均流速分布
:

剪切应力分布为
:

~ 流
. , ,

刁 { 面 \
户 一 石 十 月

`

亦 {副
二

艺
J 。

(凡甲)
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( P

。
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_
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,
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尸
, ` 1 es r 门

`
尸五 \ 1
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宁
.

J l `
尸
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( 2 2 )

这里 R ,
(八 x )是下列函数

:

R l
( P

,

x ) = J
l
( P

,
x ) Y

。
(产

,

) 一 J 。
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。
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l
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:
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平均流速随时间的变化公式为
:
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3 对几种特殊情形的讨论
:

(l )H
。

一 。 的情况

H
`

一 。 表明流体的非牛顿性消失
。

这时的解可以表达成如下形式
:

(。 ,

二 ) 一 粤仁(
: 一 二 “

) 一 ( , 一 :
,
) zn x / zn ,〕

任

二

习
J 。

( P
,

甲)

J 。
(八甲) + J 。

(尸
,

)

R 。
( P

o

x )

P三

· e x p ( 一 对T ( 2 6 )

可以看出这正是牛顿流体的环管流动解
。

( 2) T 一的的情况

二 , 二
_ _ _ 、

_ _ _

{ 袱 T {
_ n

, ` , 加 * 二 。 二 , , 。 、 、 佑 , 工 。 、 洁
田 〕 ,

一~
目 U , 七 x p l 一 了下件艺厂汤 }一

V , J王 通又
、 , 匀叫 巴乙 / J Z凡 --I 一

决习 月匕 6 乙刃 引 J J
月 几日 J 六匕 币 比主 ,

\ 1 泞
,
」 王 。

尸
, j

并且这个定常值不依赖于非牛顿流体的特性而与牛顿流体的结果相一致
。

( 3 )刀一 O 的情形

当 V一 0 时
,

由第二类 B es se l 函数的在零点附近的性质可知
:

J 。
(八甲) ~ 1

,

】Y
。
( P

。

刀) } 》 }Y
。
( P

,

) }

于是原特征方程 ( 1 5 )便退化为
:

Y 。
(产刀 ) J

。
(夕

,

) 一 。 或者 J 。
( P

,

) 二 o

特征函数 ( 1 4) 式便退化成
:

R 。
( P

,

x ) = J 。
(xP 工 ) Y

。
( 凡 )

另外
,

由朗斯基 ( R o s
k y )关系 ( 1 6 )及 ( 1 7 )可得

:

Y 。
( P

,

) 一 2 / 二尸
,

J :
( P

,

)

在推导 ( 2 9 )和 ( 3 0 )的过程中均用到 了 ( 2 8 )
。

于是
,

( 3 0 )代入 ( 2 9 )可将 尺。
(凡 x )表成

:

R 。
(户

。
工 ) 一 Z J 。

( P
,

x ) /
兀 P

,

J l
( P

,

)

甲一 O 时有 ( 1 一 专2
)八n , ~ o

( 2 7 )

( 2 8 )

( 2 9 )

( 3 0 )

( 3 1 )

( 3 2 )

利用 ( 2 8 )式
: J

。
(尸

,

甲)

J 。
(凡夕) 十 J 。

(凡 ) ~
1 ( 3 3 )

( 3 1 )
、

( 3 2 )
、

( 3 3 )代入原问题的解便有

。
(x

,

)T 一 生 ( 1 一 二 :
) 一 : 又 典

4 言二二 P盖

J 。
(夕

,

x )

J :
( P

,

)
e X P

P泛T一竺乞生一 }
1 + H

c

P二{
( 3 4 )

可以看到 ( 30 )和 ( 3 4) 正是文献
〔3】中的结果

。

但同时应当注意
,

由于 夕~ o 时环管流必

须满足内边界
,

上述的讨论应排除 二二 。 这一点
。

2 数值结果及分析

作者对二阶非牛顿流体环管不定常流动的速度
、

剪切应力 (轴向分量 )及平均速度的

分布作了数值计算
,

并考虑了不同的非牛顿系数 H
。

和内外半径之比 甲的变化对流动的

影响
。

从结果可以看到
,

二阶非牛顿流体各物理量的特征与牛顿流体有明显差别
。

表 1 列

出 了不同的 专值下特征函数 R 。
(凡 x )的前 10 个特征根

。

可以看出
,

甲增大时对应的特征根

亦随之增大
。
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表 1 不同 叮值下特征函橄 R 。 (介币的前 10 个根

...PPPPP P 111 P 222 P 333 内内 P sss P 666 P??? P 888 P ,, P l ooo

甲甲甲 0
。

lll 3
。

3 1 3 9 777 6
。

8 5 7 4 999 10
.

3 7 7 444 1 3
。

8 8 6 555 1 7
。

3 8 9444 2 0
.

8 8 9 444 2 4
。

3 8 6888 2 7
.

8 8 2999 3 1
.

3 7 7999 3 4
。

8 72 111

00000
.

222 3
。

8 1 5 8888 7
。

7 8 5 5888 11
。

7 3 2 111 1 5
。

6 7 0222 1 9
.

6 0 4 111 2 3 5 30 000 2 7
.

4 6 6777 3 1
。

3 96 444 3 5
。

3 25 555 3 9
.

2 54 222

00000
.

333 4
.

4 1 2 4222 8
.

9 3 2 7000 1 3
.

4 34 222 1 7
.

9 2 9222 2 2
.

4 2 1777 2 6
.

9 12 666 3 1
.

4 02 777 3 5
。

8 92 444 4 0
。

3 8 1777 4 4
.

8 70 777

00000
.

888 1 5
.

6 98 111 3 1
.

4 10 999 4 7
。

1 20 666 6 2
.

8 2 9444 7 8
.

5 3 7888 9 4
.

2 4 6 111 1 0 9
。

95 444 1 2 5
。

66 222 1 4 1
.

37 000 1 5 7
.

0 7 999

00000
。

999 3 1
。

4 1 1666 6 2
。

8 29 777 9 4
。

24 6 333 1 2 5
.

66 333 1 5 7
.

07 999 1 8 8
。

4 9 555 2 1 9
。

91 111 2 5 1
.

32 777 2 8 2
.

7 4 333 3 14
.

15 999

农 2 叮= i X i o 一 ,

时 R 。 (八” )和 J印户= 0 的前 1 0 个根

内内内 P 111 P 222 八八 P`̀ P SSS 八八 777P P 888 P 999 八 ooo

RRR o (八甲))) 2
。

5 2 2 9 333 5
.

6 4 7 5 555 8
.

7 8 6 3 555 1 1
。

9 2 7 777 1 5
。

0 7 0 000 1 R 9 1 , 巴巴 夕 1
_

几凡气OOO 2 4
。

4 97 777 2 7
.

64 0 444 3 0
.

7 8 3000

JJJ o (八 ))) 2
.

4 0 4 7 555 只 只9 n l ,, 8
。

6 5 3 7 777 1 1
。

7 9 1 555 1 4
。

93 0 88888888888888888888888888888 2 4
。

3 5 2444 2 7
.

4 9 3444 3 0
.

6 3 4 5551111111111111111111111111 8
.

0 7 1000 2 1
.

2 1 1777777777

表 2 表明
,

夕很小时 R 。
(凡帕 一。 和 J 。

(凡 ) 的根十分接近
。

将计算结果绘成图 1~ 5
,

分析有如下结论
:

( l) 在相同的环管形状下 (粉相同 )
,

随着流体非牛顿系数 H
。

的增大
,

在起动后同一

时刻速度分布趋于平缓
,

但最大速度的位置 x , 只与环管形状有关
。

一般说来
,

最大速度

的位置
.

x .

总是较靠近内壁
。

见图 1
.

。
.

1兰
二 .

= 0
.

4 6

。
.

1
兰

月
`
= 0

.

2

0
。

4

0
.

0 8 0
.

8

1
。

2

0
。

0 4

:犷胜〔
。

.

2

二岔

甲= 0
.

1
’

T ~ 0
.

8 。匕犷1 一犷飞飞飞布了
1

.

o x

图 1 二阶非牛顿流体环管内速度剖面 图 2 不同非牛顿系数对流动的影响

(2 ) 因为所给出的级数解收敛较快
,

因此可以认为流动达到稳定的时间只取决于前

面一两项
。

若以特征时间来描述
,

cT
*
一 H

`

+ 1 / p
。 ,

由特征值 p
,

的性质知
,

环管流的特征

时间小于一般管流的对应值
。

( 3) 几何形状相同 (甲相同 ) 的环管非定常流动
,

任一确定位置的速度趋于定常的时

间受到非牛顿系数 H
。

的强烈影响
,

H
。

越大趋于定常的时间越长
,

见图 .2

( 4) 流体在一定形状的环管内流动时
,

对某一确定的无量纲时间 T
,

剪应力的空间分

布只对 H
。

的非常弱的的依赖性
,

见图 3
.

而同种非牛顿流体在不同形状环管中流动
,

在

起动后同一时刻中进行比较
,

轴向剪切应力沿着径 向的分布极为相似
,

几乎可以在对应

段通过平移得到 (图 3 )
。

从剪应力为零处到外壁之间的剪应力分布近似为一段直线
。

( 5) 随着 夕的增大
,

内外两壁轴向剪应力的差别迅速减小
,

流动壁面关于内外两壁

的对称性增强
,

并且内壁剪应力总是相应地比外壁剪应力大
。

见图 .4

10 9



专= 0 1

壁壁-T内外ù
,

、

二 O
。

2
:

= 0
.

2

一

夕一 O
,

1

F

l
。

0TH

Fo

0
.

8

0
.

6

0
.

4

0
.

2

一刁
。

2

一0
.

3

0
.

5

8 龟
.

玩
o愉丽瑟戮苗兹益 0 1 2

3

3 4 5

图
.

·

不同形状环管 中剪切应力的分布

虚线对应 H 一 0
.

8 的分布

图 4 不同环管形状对剪应力变化的影响

丛.03

一b口Jn
,

。

0.丁
立

O一
七ù匕

OUH盛任O一一
二ó乃

( 6) 随着 甲的增加
,

平均速度的定常值迅速减小
,

见

图 5
.

但当 V趋于零时
,

环管流速度剖面与一般管流的速

度剖面趋于一致
,

但零点除外
。

这也可从 ( 3 4) 式直接得

到
。

本文得到 了一个复杂物理间题的解析解
,

既简洁又

便于计算
,

同时得到用其他复杂方法才能得到的解
,

并

在几种特殊情况下覆盖了这些结果
,

可供工程设计参考
。
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