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一类分段线性费用网络流问题
’

谢 政
(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文通过把一类分段线性费用网络流问题化成 线性费用网络流间题
,

给出了

求解这类分段线性费用网络流问题的算法
。

关橄词 网络流
,

分段线性费用 网络
,

可行流
,

最小费用流

分类号 0 2 2 3

在运输问题中
,

常常会遇到这样一类间题
:

有些货物不能与其它货物混装在同
一

个

货箱中 (例如
,

毒品
一

与食品
,

军品与民品
,

等等 )
,

即是说
,

这些货物无论是否装满 一个

货箱
,

均按一个货箱的运价收费
。

这样
,

运费就是一个分段线性函数
。

如何把这样一批

货物从发点 (产地 ) 运到收点 (销地 )
,

使总运费最小 ? 这里
,

我们假设所有货箱的规格

是相同的
。

运输网络可以用一个有向图 D 一 ( V
,

A )表示
,

V 一 { 1
,

2
,

…
,

n} 为顶点集
, , 、 t任 V

,

分

别为发点和收点
,

A 二 { ( ;
,

J ) }i
,

j任 v 少为弧集
。

上述问题就是 D 上的一个分段线性费用网

络流问题
,

简称为问题 ( )I
:

m `n

乙
c : J

( x
. ,

)

(尸
, 失) 〔 A

、
、

欢 , 一

、
二

,

一

{
_

〕{压{
亡

,

艺

二

0 簇 x 、 ,

抓 a 、, ,

( i
,

j ) 任 A

式中对 一切 “
,

)j 〔 A
,

有

(Q
,

C , ,

(峦。 ’ 一
花
户“

a : ,

一 b
· r , 少

若
x ,

一 。

, , ,

若 ( p 一 1)
·

b < x
, ,

镇 P
·

b
,

p -

峨
,

为非负实数
。

云二 「二 b/ 几
·

b (这里「: ,

/引表示不小于

1
.

…
,
乙 ,

这里
二

、

b 和 rij 均为正整数
,

把 问题 (I )中流值
v 改为 二

/ b 的最小整数 )
,

而费

用函数和约束条件都不变
,

得到 D 上的另一个分段线性费用网络流问题 ( l )
:
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m i n

艺
c 、, ( x 、, )

认 力七为

万
一一

一V

艺
x `,
一 艺。 一 0

,

i 护 s 、
t

,

i 任 V

一 V , 之 一 t

o 镇 劣行镇 a, , ,

(i
,

)j 任 A

定理 1 若问题 ( E ) 有可行流
,

则存在最小费用流 f
’

一 x{ 寿 } (i
,

)j 任 A }满足

x寿~ b
·

y弓
,

对一切 (i
,

)j 任 A (l )

其中 y言为非负整数
。

证明 设间题 ( l ) 有最小费用流 f 一 { x 。 1( i ,

j ) 任 A }
,

其中 x `,
= b

·
少、,

+ w
. , ,

o ( w
`,

< b
,

yij 和 二。均为非负整数
,

且至少有一个 二 , 。

> 以

下面我们构造满足 ( 1) 式的最小费用流
,

给出算法如下
:

S t e p o 令

A 。
一 { ( i

,

j ) {二
`,

) o ,

( i
,

j ) 任 A }

V 。
= { i } ( i

,

j ) 任 A 。

或 ( j
,

i ) 任 A
。

}

得到网络 D
。

~ ( v 。 ,

A
。

)
,

其中 D
。

中弧 (i
,

)j 的权为 瓦
, 一 w o

.

令 D
:
一 D

。 ,

A ;
一 A 。

,

s t e p l 根据 刀
1

= ( v l , 注 ,
)构造网络 力一 (犷

,

A )
:

犷= v , ,

并且
,

当 ( i
,

j ) 任八
,

时
,

有弧 (i
,

)j
、

(j
,

)i 任通
,

其中 (i
,

)j 的权 诚
,

~ b一石。 ,

并标以
“

+ (i
,

)j
” ; (j

,

)i 的权 访
* 一虱

, ,

并标以
“
一 (j

,

)i ”

S t e p Z 在 力 中找不同时含
“

+ ( i
,

j )
”
和

“
一 ( ]

,

i )
”
的回路 C

,

设 占二 m in

(.
,
少) 〔 C

{二
,

小 并且调整 D
。

的弧权
:

(l ) 把与 C 中标以
“
一

”
号的弧 (i

,

)j 相对应的 D
。

中弧 (j
,

)i 的权虱改为砚
`

一沙;

(2 ) 把与 c 中标以
“
十

”

号的弧 (i
,

)j 相对应的 D
。

中弧 (i
,

j’) 的权瓦
,

改为 瓦
,

十占;

(3 ) D
。

中其它弧的权不变
。

令

A ,
一 { ( i

,

j ) }o < 石
、,

< b
,

( i
,

j ) 任 A 。

}

V ,
一 { i } ( i

,

j ) 任 A ,

或 ( j
,

i ) e A ,

}

若 A ,
= 笋

,

转 S t e p 3 ; 否则转 S t e p l
.

s t e p 3 结束
。

令
·

y 。 ,

(i
,

)j 任 A A\
。

.

夕, ,

+ w
, , ,

( i
,

j ) 任 A 。

.

乡
,
力àf|丈毛|

、

一一
.勺

5

则 f
’

一 { x寿} (i
,

)j e A } 是问题 ( l ) 的可行流
,

且满足 ( 1) 式
。

现在证明算法的正确性及有限性
。

(a ) 由 f
`

的构造知
,

f
’

是问题 ( l ) 的可行流
,

且 户 的费用
` ( f

`

)不大于算法的初

始流 f 的费用
: ( f )

,

所以 f
`

是问题 ( 互 ) 的最小费用流
。

b( ) 若 了是问题 ( l ) 的可行流
,

但不满足 (l ) 式
,

则由了产生的网络 力必存在不
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同时含
“
十 l (

,

)j
’ 夕

和
“
一 (j

,

l’) ”
的回路

。

事实上
,

由了产生的网络 D
l

的弧集 A I

笋笋
,

对一

切 。任 V , ,

定义

当
;

e 脚寸
,

则 艺
少 e o

I 一 { 7 } ( j
,

i ) 任 A ,

}
,

O `
一 {7 } ( i

,

j ) 任 A l

}
,

S ~ ` i { I
;

= 笋
,

i 任 V l

}
,

T 一 { i }O ,
一 必

,

i 任 V l

}

瓦
,

~ z
·

b
,

l *

为正整数
,

所以由 O< 瓦
j< b 知 }O

,

}异 2 ; 当 i任 T 时
,

同理有

!刀 异 2 ; 当 i 任 V 工

S\ 资
’

时
,

旧
`

}) 1
,

{I }) 1
.

因此
,

D
,

的基础图 G ,

的最小次不小于 2
,

于

是 G l

中存在圈
,

即 D
,

中存在圈
,

从而 户 中必存在不同时含
“

十 (i
,

)j
”
和

“
一 (j

,

i )
”

的回

路
。

( c ) 在算法 中
,

每找出户 中一个不同时含
“
十 ( i

,

)j
”
和

“
一 (j

,

z’) ”
的回路

,

调整 D
。

的

弧权
,

至少使 D
。

的一条弧的权 由 。 < 瓦
,

< b变成 瓦
,
一 o 或者瓦

,
一 b

,

而 D
。
的弧数是有限

的
,

故算法必在有限步终止
。

由 (
a )

、

( b )
、

( e ) 知算法正确
,

故定理 1 得证
。

引理 1 由问题 ( 1 )的最小费用流可以得到问题 ( l )的最小费用流
,

反之亦然
,

并且

间题 ( I )和 ( l )的最小费用流的费用相等
。

证明 若 石一 二 ,

则引理 1 显然成立
。

下设 云> v ,

则 。< 云一 v < .b

设 f
,

~ { x忿
’

{ (l
,

)j 任A }和 几一 {二尸 } ( i
,

)j 任川分别是间题 ( )I 和 ( U 的最小费用

流
。

由定理 1可设

二护 一 b
·

y沙
,

戈
,

异 。 整数
,

对一切 (i
,

)j 任 A

因 币> 。
,

故 D 中存在一条 、一 t 有向路 尸 满足

衅
,

> O
,

对一切 ( i
,

7 ) 任 P

调整 尸 上
、

f
:

的弧流量

历罗
一 云 + v ,

若 (i
,

)j 任 尸

若 (i
,

)j 〔 A \尸

(2勺(2勺
劣X|夕、

.

|

得到问题 ( I )的可行流 了
:
一 {牙岁 } ( i

.

)j 任 A }
,

且

c ( j
、

,
) 毛 。 (天 ) = 。 (九 ) ( 2 )

对于 j
一

1 ,

设 二沙一 b
·

y尸十晰
, ,

对一切 (i
,

)j 任 A

其中 y片
’
为非负整数

,

o镇二
。

< b
.

令

吸 一 <( i
,

, ) {x段
,

> o
,

( i
,

, ) 任 A }

因 v > 。 ,

故 且铸声
,

记网络 D 的由通导出的子 网络为 力
,

户中弧 (z
,

)j 的容量定义为

心
, ,

当 、 ,,
一 O 时

( y丫 十 1 ) b
,

当 w
: ,

尹 。时

f
.

J试、 l
一一

气a

由整数最大流定理川知
,

户的最大流的值 公是 b 的正整数倍
。

又因 f
,

是 力的可行流
,

流

值为
: ,

故 v ) v ,

于是

后) 云一 「v/ 引
·

b

所以
,

从零流开始
,

利用最大流标号法川可求出 力的流值为 石的可行流 f 一 {么, (l i
,

)j 任

通 )
,

这里 么
,

一 b
·

多, ,

笋 ,

为非负整数
,

对一切 (i
,

)j 任入
.

令
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之
, ,

若 (l’
,

j’) 任 且

o
,

若 (i
,

)j 任 A认
则 又二 (元 , } (l’

,

)j 任 A } 是间题 ( ; ) 的可行流
,

且
` (九 ) 成 ` (五 ) 一 : (人 )

由 ( 2 )
、

( 3 ) 两式知
: ( fl ) 一 ` (几 )

,

故引理 1 成立
。

再考虑 D ~ ( V
,

A ) 上最小费用流间题 ( 贾 )
:

m in

万 试,二
,

( 3 )

( f
,

j ) 〔 A

艺
x 、,
一 万

x , 一
`

iv / b〕
,

i 一 s

0
,

i 共 s 、
t

,

i 任 V

阳b/ 飞
,

i 一 t

0 成 x `,

(
r `户 ( i

,

j ) 任 A

这里的
v 、

b
、

气
、

试洞问题 ( )I 一致
。

引理 2 若 0f ~ x{ 护 ! (z’
,

)j 任 A } 是间题 ( l ) 的最小费用流
,

令

x 。 ~ b x罗
,

对一切 (i
,

)j 任 A

则 f
`

一 (x 寿{ (i
,

,’) 任 A } 是间题 ( I ) 的最小费用流
,

反之亦然
;
并且问题 ( l ) 和

( , ) 的最小费用流的费用相等
。

证明 首先
,

由问题 ( l ) 与 ( 互 ) 之间的关系知
,

f 一 {x 。
} (i

,

)j 任A } 是问题

( , ) 的整数可行流的充要条件是

了= {王
, ,

l王
、,

= b
·

x ,, ,
x *,
为非负整数

,

( i
,

j ) 任 八 }

为问题 ( l ) 的可行流
。

并且
。 ( f ) 一 `

艺 成、
( f

,
J ) 任 A

)
,

即

艺
“ ,

( ; 。 )

( f
*
少) 〔 A

几确气沪

故问题 ( l ) 的最小费用

m i n

万 d `, x `, 一 m `n

万
e `, ( ;

`,
) ( 4 )

二该
,

J ) 〔 A

气 一小 xij

根据定理 1
,

问题 ( l )

1 1飞 In

的最小费用

艺
e `,

( :
`,

) 一 m `n

万
c `,

(王
`,

) ( 5 )
( f

,

J ) 〔 人 二f
,

j ) 〔 A

气了七 .b 气j

由 ( 4 )
、

( 5 ) 两式知
,

问题 ( l )的最小费用等于问题 ( I )的最小费用
,

理 2
.

由弓I理 1
、

2 得到

定理 2 若间题 ( 贾 ) 无可行流
,

则问题 ( I ) 亦无可行流
;
若 0f -

任A } 是问题 ( l ) 的最小费用流
,

在网络 D 中任取一条
: 一 t 有向路 尸 :

才
, > 0

,

对一切 (i
,

)j 任 尸

则 f
’

二 {川 { (i
,

)j 任A }是问题 ( I )的最小费用流
,

其中

立即推出引

{才
, } ( i

,

j )

·
x罗 + v 一 云 ,

若 (i
,

)j 任 p

·
x尸

,

若 (i
,

)j 任 A P\
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至此
,

我们把分段线性费用网络流问题 ( I )转化成了线性费用网络流问题 ( l )
,

利用

已有的最小费用流算法 仁, 一 2 〕求出问题 ( l )的最小费用流
,

从而得到问题 ( I ) 的最小费用

流
。

最后
,

我们来估计算法复杂性
。

间题 ( I )转化为问题 ( l )需要 O (矛 )次除法
; 由定理

2 知
,

把问题 ( 班 )的最小费用流 九二 {x 罗 } ( i
,

)j 任A }化成间题 ( l )的最小费用流 f
`

一

x{ 名} (i
,

)j 〔 A }的过程如下
:

先把 关
,

的弧流量扩大 b 倍
,

得

f = { x
, ,

{x
; ,

= b
·

x牙
, ,

( i
,

j ) 任 A }

这需要 O n(
z

)次乘法 ;再令

几 一 { i
,

, ) jx
`,

> o
,

( i
,

j ) 任 A }

作网络 D 的 由 A 导出的子网络 力
,

需要 0 (矿 )次比较
;
在 力中用 Di jk st ar 算法找出一条

,
一 : 有向路 尸

,

其计算量为 O ( n Z
)闭 ; 然后把 尸 上的弧流量 x `,

修改为 x ` 一 x
t,

一 「v / b刁
·

b

十 。 ,

因 尸 上至多有 ( , 一 1 )条弧
,

故最多需要 ( , 一 1) 茨加法
。

这样
,

求解 间题 ( I )的计算量

比求解问题 ( l )的计算量多 O (矛 )
.
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