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G F (妇上的 [d
,

习— 自控序列
`

李 超

(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文将 R
.

A
.

R ue p eP l文 [ 1 ]中 G F (2 )上的 d[
,

月—
自控序列模型推广到一般

有限域 G F (砂上
。

讨论了召尸 (妇上任意
n

级 M 序列或
n

级收缩 M 序列的〔d
,

月— 自控序

列的平移等价性和周期特点
。

关往词 〔d
,

习

— 自控序列
,

平移等价
,

保留型
,

删去 型

分类号
·

T N 9 1 8
.

3
,

0 1 5 7
.

4

在 1 9 8 7 年欧洲密码会议上
,

R ue p eP lll 〕首次提 出自钟控概念
,

建立了如下所示 G F

( 2) 上 [ d
,

习— 自控序列模型
:

设 d 和 k 是互素的正整数
,

二元序列 三一 ao a ; a Z

… a(
,
任 G F

( 2 ) )的 [ d
,

k〕— 自控序列是指二元序列 丝= u o u l u Z

… 其中 u 。
~ a 。 u ,

= a f ( , ,

( i = 1
,

z
,

”
·

) 这里
(

f `。 , 一 。
,

了“ , 一

佗
f ( i 一 1 ) + d

f ( i 一 l ) + k

当 a 了 (,一 1 ) =

当 a 了(、一 , ) =

杖
「̀」中

,

R U e p p · `证明档
: 为 九

知蒯
时

,

: 的 〔̀
,

“〕
一雏蒯朋黝

:号
( 2一 1 ) 〕

,

一个周期内含
“ , ” 的个数为仁合

( 2一 , ,〕
,

在文 〔2〕中
,

R U · p p · ,和 L· ` X二 ,̀ · 用

毗雄射
了 G“ ` 2 )上一般 : `

,

* :
一纯

序
斓粗勒

:影
2一 : ,二

。

” 将

R ue PP el 的 G F (2 )上 [d
,

习— 自控序列模型推广到 G F (妇上
,

建立 G F (妇上 [ d
,

创—
自控序列的概念

,

讨论了这类 自控序列平移等价特性和周期特点
,

证明了当

f k 当 d 一 1
, a

为
n
级收缩 M 序列

” 多 M 一 K 一

(d k 一 Z m i n 弋d
,

k } + 1
.

否则

时
,

对任意
n
级 M 序列或

n
级收缩 M 序列 三

,

竺的所有平移等价的序列所产生的 〔d
,

* 〕
一

自控序列均彼此平移等价
,

从而它们具有相同的周期
,

此时周期上界为而

添
面

.

1 G F (妇上〔d
,

k〕— 自控序列模型

设 G F (妇一 { o
,

a0
,

al
,

…
,

了
一 “

}
,

其中
。 为有限域 G F (妇的生成元

。

由于本文不涉及
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F G (妇的代数结构
。

1
,

2

1 )
.

上
n

…
,

犷一 1 表示

而只关系到 G F (妇上 M 序列及收缩 M 序列的伪随机特性
,

不妨用 o
,

G F ( g )中 g
”

个元
,

即用 o 表示零元 o
,

i 表示元素
a `一 `

( i = l
,

2
,

…
,

宁
”

一

定义 1
.

1 G F (妇上
。
级反馈移位寄存器产生的周期为 r 的 q 元序列

,

称为 G F (妇

级 M 序列
。

熟知
n
级 M 序列具有如下伪随机特性

,

即在
。
级 M 序列的一个周期内

:

( 1 ) o
,

1
,

…
,

g 一 1各数字均出现 叮
” 一 `

次
。

}
`

,

(
r
一 ” ’

( “ ’ 犷

长 掩游程个数一 i
“ 一 “

,

(
r
一 ” 一 ` ’

L ( q一 1 )
“ ·

q
砚 一 r一 z ,

( 1镇
r

簇 n 一 2 )

其中 k一 0
,

1
,

2
,

…
,

q 一 1
,

而全部游程总数为 q
” 一 ’

( q一 1)
.

定义 1
.

2 设竺为 G F (妇上 n
级 M 序列

,

若将 旦的一个周期 内全 0 状态 少 去掉一个

0
,

得到 G F (妇上新序列
,

称为 G F (妇上
n
级收缩 M 序列

。

易知 G F (妇上 n
级 m 序列为

G F (妇上 n
级收缩 M 序列

。

定义 1
.

3 设 三为 G F (妇上 n 级 M 序列或
n 级收缩 M 序列

,

d
,

k ) 1 为互素的正整

数
,

定义

u 。
= a 。 , u ,

= a 了( , ) i 一 1
,

2
,

…

式中

f ( 0 ) 二 O
,

f ( i ) = 丁f( ` 一 ` ’ + “
,

当 a f( 、一 1) -

Lf ( i 一 1 ) + k
,

当 a 了 (` 一 、 〕
并

则称 q 元序列 丝一 u 。“ ,

…为 旦的「d
,

创— 自控序列
。

注
:

( 1) 由已d
,

k ]— 自控序列的定 义易知
,

[ d
,

k〕— 自控序列一定为殆周期序列

(即去掉前面若干项后为周期序列 )
。

我们把序列 三中那些在 丝中被保留的数字 叫做保留

数字
,

否则称为删除数字
。

( 2 ) 当 g 二 2 时
,

即为 R u e p p e l仁l 〕中巨d 沃〕— 自控序列
。

例 1
.

1 取 q 一 3
, n = 3 则 G F ( 3 )上 3 级 M 序列 旦= 0 0 0 2 0 0 2 1 2 1 0 2 2 0 2 0 1 2 0 2 2 1 1 1 2 2 2

,

…的 [ z
,

2 ]— 自控序列为 丝~ 0 0 0 1 0 2 2 0 1 0 2 1 0 2 1 1 2
,

… 周期 P 恤 ) = 1 7
.

而由 旦产生的 3

级 收缩 对 序列 旦`
= 0 0 1 0 0 2 1 2 1 0 1 2 0 2 0 1 2 0 2 2 2 1 1 2 2 2

,

… 的 「z
,

2 ] — 自控序列 丝`
一

0 0 1 0 2 2 0 1 0 2 1 0 2 1 1 2
,

… P 】丝) ~ 1 6
·

下面我们来讨论 G F (妇上仁d
,

月— 自控序列平移等价特性
。

2 平移特价性

对于 G 尸 (妇上任意
n
级 M 序列或收缩 M 序列

a ,

其仁d
,

月— 自控序列一定为殆周

期序列
,

但是同一个序列 竺
,

如果从不同的初态出发
,

即选取不同
u 。 ,

所产生的「d
,

月—
自控序列未必相同

,

即平移等价的序列所产生的仁d
,

月— 自控序列未必平移等价
。

如
:

G F ( 3) 上 2 级 M 序列 三一 0 01 0 21 12 2
,

… 的 [ 4
,

5〕— 自控序列为 丝一 02
,

…
,

而与 三平移

等价序列 可一 0 1 0 2 1 1 2 2。
,

…
,

产生的 〔4
,

5 ]— 自控序列为 犷一 01
,

…
,

显然 竺与 经不平

移等价
。

但我们可以证明
:

G F (妇上任意 n
级 M 序列或

n
级收缩 M 序列的「1

,

2 ]— 自
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控序列与初态选取无关
,

并具有 良好的统计特性 (另文表述 )
。

本文证明对一般正整数 d
,

h
,

只要选取适当的
n ,

则产生的 d[
,

月— 自控序列与初态选取无关
。

即有如下定理
:

定理 2
.

1 设
a
为 G F ( q) 上 n

级 M 序列或
n
级收缩 M 序列

,

d , k ) 1 为互素的正榷

”
,

贝“ “ · ) M (`
,

` ,一

{
k一 1 当 d一 1 并且 三为收缩 M序列

d k一 Z m i n { d
,

k } + 1
.

否则

则 三的所有平移等价的序列产生的〔d
,

月— 自控序列均彼此平移等价
。

为证明定理 2
.

1 ,

我们引入两个基本概念
:

定 义 2
.

l q 元有限序列
` , ` 2

… : ,
c(

`
任 G F (q ) ) 叫做 G F (妇上田

,

月— 保留型 (删去

型 )
,

是指对任意 q 元序列 丝= ao al a Z

…
,

如果丝中有一段 久么十 , …么十 ,一 :
.

只要 久必十 ,

…么 + ,一 ;

一 cl ` :

… ` ,

则
。 `+ *

必在 三的〔d
,

月— 自控序列中保留 (删除 )
。

例 2
.

1 设 三为 G F ( 3 )上任意
n
级 M 序列

,

〔d
,

k」= 〔2
,

3〕
,

则 0 2 0 ,
(其中

,
可取 ` F

( s )中任意元 )为〔2 , 3〕— 保留型
,

这是因为假设
a
中有一段为

a , a `+ , a 、+ Z a `+ 3
= 0 2 0 , ,

以

丝一 u o u l

…表示 三的〔2
,

3 ]— 自控序列
,

由于
’

m a x {2
,

3 } “ 3
,

可知
a 、 , a ` + , , a `+ 2

中必有一个

数字在 丝中保留
。

若
u , = a 、

~ o
,

则 u , + ,
= a `+ 2

二 0
,

于是 u ,+ 2
一 a ` + ; ,

若
u ,一 a 、 + ,

~ 2
,

则
u 什

,
~

口 `+ 4
·

若
u ,一 a `十 2

一 o
,

则 u ,十 ,
一 a ` + 4 ,

这表明
a ,十 。
在 丝 中必被保留

,

从而 0 2 0
二

为 〔2
,

3〕—
保留型

,

类似可知 0 02 ,
为〔2

,

3〕— 删除型
。

引理 2
.

1 如果 q 元序列 三的一个周期内存在 〔d ,

月— 保留型
,

则 旦的所有平移等

价的序列所产生的 [ d
,

月— 自控序列必殆平移等价 (即去掉前面若干项后平移等价 )
。

证明 设 旦一 ao o l o Z

一
` I c 2

… c `

为 G F ( q )上 〔d
,

月— 保留型
,

由题设在 旦中存在一

段
a ` a ` + 1

… a 、+ ,一 , ,

使得
a 、 a 、 + ,

… a 、+ 卜 ,
一 c l c Z

… c ,
.

由保留型定义可知
。汁 *

为保留数字
,

于是

不管从何初态出发
,

所得〔d
,

月— 自控序列均保留数字 氏 + ; ,

从而〔d
,

习— 自控序列均

彼此殆平移等价
。

引理 2
.

2[ 们 设 d(
,

k) 一 1
,

d > 0
,

k > 0
,

则凡大于 d k一 d 一 k 的数均可表成 d x + 勿 x(

》 o
,

y ) 的之形
,

但 d k一 d 一 k 不能表成此形
。

引理 2
,

3 设 三为
n
级 M 序列或

n
级收缩 M 序列

,

d(
,

k) 一 1
,

则当 , ) M d(
,

k) 时
,

在 三的一个周期内必有仁d
,

k〕— 保 留型 cl ` : … cM
, ,

…
二

一
: 。 ,

其 中 M 一 M ( d
,

k)
.

m -

m i n {己
,龙 }

, , , ,

…
, , 一 1

为 G F ( q ) 中任意元
。

证明 (构造性证明 )
。

不妨设 d < k 即 m ~ m i {n d
,

k} 一 .d

当 d 一 1时 口
一 `
为 〔1

,

k〕— 保留型
,

fk 一 1 ,

n ) M ( 1
,

k ) 一 弓
tk

,

当 三

从而当

当 三为 n
级 M 序列

为 n
级收缩 M 序列

时
,

三的一个周期内必存在保留型
口` 一 ’ .

当 d并 1 时
,

考虑集合 口一 { a d + 尹h }a ,

尹为非负整数
,

但
a ,

夕不同时为 0 }
。

由于 自然数集

为可列集
,

故 口 也为可列集
,

将 习 中元素按由小到大顺序排列为 d
,

…
, a d + 尸.k 二 ,

由引理

2
.

2
,

由于 ( d
,

k) ~ 1 ,

故 dk 一 d一 k去口
,

而 dk 一 d 一 k + i任习
,

i一 1
,

2
,

3
,

…
,

令 u ~ dk
一 d 一 k + 1

,

则
。
在 O 的排列中出现

,

并且其后为
u + 1

, “ 十 2
, ·

… 我们构作长为
u 十 k

9 l



一 1~ dk一 d的 q元序列如下
:a*一

声 k d一 d一 , ”
`

内幻一 , ”
’

al
·

凡是下标 i 可表为
a d a( 》 1) 的 a 、

取为 .0

凡是下标 i 可表为 月k甲 ) 1 )的 a 、

取非 。 元
。

其余任取 G F (妇 中元
。

由于 ( d
,

动 一 1
`

且 d k一 d < d k
,

所以若下标 i 可表为 a d a( ) 1 )
.

则 i 一定不能表为肛

(月) l )
,

反之也对
。

当 n 异 d k 一 d 一 ( d 一 1) 二 d k 一 Zd 十 1 时
, , 级 M 序列或

n
级收缩 M 序列 三中必有一

段为
“ 。 。 一 d

… a J ,,
,

下证
’̀ a 己。一 J

幻
* 一 d 一 , … a ` 二 、 … , d一 , : 必为〔d

,

月

— 保留型
。

因为
“

内卜
己

… u 、 ”
前面 k 项下标均可以表为 ad 十月k a( 妻。

,

月) 0) 之形
,

由口
,

月—
自

控序列特点
,

前面连续 k 项至少有一项被保留
。

设这一项下标为 1
.

若 i 一
a

d(
a ) 1 )

,

则 由以上 q 元序列的构成特点
,

[d
,

月— 自控序列必保留
a (。 一 1 )己 ,

a 了。 一 : ) ,

… a 己 ,

从而必保留 .c

若 i 一月k (月) 1 )
,

则由构成特点
,

少
,

月— 自控序列必保留
“ ( , 一 ; ) , , 二 ( , 一 2 ,* … 。 * ,

从而

必保留
`一

若 i 一
a d 十滩

,

a( ) 1
.

口) k)
.

则 〔d
,

k l

—
自控序列必保留

a `

或
a , ,

从而必保留
。 .

故 当 n ) M ( d
.

k) 一 d k 一 Zd + 1 时
, n 级 M 序列或 n 级收缩 M 序列 丝中必有 [ d

,

创

— 保 留型
。

至此
,

引理 2
.

3 得证
。

由引理 2
.

1 和引理 2
.

3可知定理 2
.

1 成立
。

3 周期上
一

界

由前面讨论当 。 异M d(
,

k) 时
,

同一个 n 级 M 序列或
,
级收缩 M 序列 三

,

从不同的初

态出发所产生的「d
,

创— 自控序列必殆平移等价
,

从而具有相同的周期
,

下面我们给出

周期 一个上界
。

定理 3
.

1 设 三为 。 级 M 序列或
。
级收缩 M 序列

,

d
,

k ) 1
,

d(
,

k) 一 1
,

则当
,

) M

.d(
` )时

,

仁、
,

* 」
一

自控序列周期上界为一共下
.

、 _ _ ,
『

_ J ` 一
, 一

_

J
曰 一

J / 翎

~ ~ 一
, , ’ J

m i n{ d
,

k}
’

证明 设 旦为 ,
级 M 序列

,

当
,

) M d(
,

k) 时巡 的一个周期 内必有〔d
,

月— 保 留

型
,

不防设
。
被保 留

,

从而
a 、
十扩 也被保留

,

设 w 为 丝的一个周期内保留数字的个数
,

易知 〔d
,

创 -

一 自控序列周期 P (少 }w
.

且 w 必为集合 { x `
+ y

`
}x ,

) o
,
y 子

) o
,

dx
,
十勺

,
-

了 }中某一个数
。

从而碱
币

品面
.

于是

P (兰 ) 成

当 卫为 n 级收缩 M 序列时
,

类似可证

q
丹

m i n 天d
,

k }
’

一 , 一 、

/ 犷 一 1 / 犷
}
少 \ 丝 少 众尧 二二二 , 厂了一王下

`
谈
之

二飞二下弓~ 下了
一 工 1 1 1 1 1 飞“ 一化 了 1 1 1 1 1 1 飞“ r “ f

定理 3
.

2 设 d
,

k妻 O 为正整数
,

d(
,

k) 一 1
,

则当 n ) M d(
,

k) 时
,

若 d
,

k 均为奇数
,

则「d
,

9 2



月— 自控序列必为奇数
。

定理 3
.

3设 d为奇数
,

k 为偶数
,

则 当 n
) m d(

,

k) 时
,

〔d ,

习— 自控序列中必含奇

数个 .0

定理 3
.

2 和 3 .3 可由定理 3
.

1 推出
,

这里从略
。
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