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变里有界线性目标规划的对偶算法
’
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(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文讨论了变量有界的线性 目标规划间题
,

给出了求解这类问题的一个对偶

算法
,

此方法与变量有界线性规划问题的对偶算法相类似
.

文中证明了算法的有效性
,

并举

例说明了计算过程
。

关 . 词 目标规划
,

正则解
,

对偶算法

分类号 0 2 2 1
.

1

目标规划的概念 由 A
.

C h ar en
s 和 W

.

W
.

C on ep
r 于 1 9 6 1 年首先提出 「1〕

,

5
.

M
.

L e e 于 1 9 7 2 年将线性规划的单纯形法加以推广改进而得到了求解 目标规划的单纯形法
,

J
.

P
.

Ig n iz io 依次在 1 9 7 9年提出了求解目标规划的序贯式算法 ( S L G P )
,

在 1 9 8 2年提

出了一个多阶段算法
,

在 1 9 8 3 年利用正负偏差变量的对称性给出了反射 P 空间算法
。

J
.

I gn iiz 。 还在文献 [ 2」中提出了目标规划的对偶理论
、

在文献 「3] 中提出了求解线性目

标规划的多维对偶算法
。

本文将讨论变量有界的线性目标规划问题 ( B L G P )
。

这类问题与有界变量的线性规

划问题相类似闭
一闭

,

我们利用 目标规划多维对偶算法的思想
,

将有界变量线性规划对偶

算法加以推广
,

导出了求解 B L G P 的对偶算法
。

1 模 型

一般的 B L G P 模型为
:

l e x m i n a = ( a ; , a : ,

…
, a ;

) ( 1 )

{
习

a `, x ,
+ ,

`
一 p` b

, ,

i = 1 ,

…
,

m
少= 1

L ( X 镇 U
,

甲 ) 0
,

P ) 0

式中
a ,
一 名W、 从 十 习时

p` ,

差一 1
,

一
,

K
,

W志) 0
,

W石 ) o
,

表示第 k 级目标中 刀
`

和 八的权
; le x m in 意为求字典序最小向量

;

P = ( P
, ,

夕2 ,

…
,

尸二 )
T

和 甲= (夕
1 ,

专
2 ,

…
,

甲。 )
T

分别表示正
、

负偏差变量
; 乙 = ( 2

1 ,

l : ,

…
,

l
。

)
T

是 X 的下界
; U ~ u(

: , u Z ,

…
,

暇 ) T
是 X 的上界

,

并且 O成 lj镇 uj 镇+ co
,

j 一

. x 9 9 z 年 1 2 月 24 日收稿
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2
, ·

… n
.

对此 B L G P 模型
,

如引进 2 ,
个约束 X镇 U

,

X ) L ,

便可转化成一般的 目标规划问题
,

但这样会使间题规模增加很大
,

不太经济
。

下面我们给出的算法中将不增加新的约束
。

记 c `
~ (0

,

一
,

。
,

W蔽
,

…
,

W扁
,

W应
,

… W去)
,

V 一 }甲

t P j

A = ( a , ,
)
二 x , ; a

一 C 介V
,

k = l
,

2
,

…
,

K ; A X + 专一 尸= ( A
,

I
,

一 I ) V = b

设 B 是该 目标规划的一个基
,

使 ( A
,

I
,

一 )I 一 ( B
,

N )
,

B 所对应的变量 V , ~ (叱
, ,

劝
2 ,

… v , )
丁

称为基变量
,

N 所对应的变量 V N
称为非基变量

,

v N 的下标集记为 Q
,

从而

V 。
= B 一 ’ b 一 B 一 I

N V N ; a ,
= 此 B 一 l b + ( C失一 C万

’ B 一 I

N ) V N

令 B 一 `
N = ( b

` ,

)
二 、 ( , + . ) ; C夯一 C岛B

一 `
N = ( R

* ,

)
1沐 (。 + . )

f l
, ,

j 一 1
,

…
, n 一

!
u , ,

j 一 1 ,

L ,

一 入 林 ,
~ 入

LO
,

J 一 刀 + 1
,

…
, n 十 Zm

一

t十 co
,

] -

. ’ . , n

n + 1
,

…
, 九 十 Zm

使 工一 ( 2
1 ,

…
,

乙+2 沪 和 石一 (云
1 ,

一
,

瓦+2 沪 分别作为 V 的下界和上界
。

由此
,

可以

建立对应于基 B 的如下初始单纯形表
。

VVV 丑丑 V急急 v ,. ,
任 Q

III v ,
.
,
任 Q

ZZZ Z急急

刀刀少 111 b l 。。

… b lj “
’’

… b lj …… z了了

vvv 少222 b Z。。

… b Z,

…… … bZ ,

…… z ;;;

VVV州州 b闲闲 … b . , 二
`̀

一 b。 ,

…… z二二

尸尸 111 R了了 … R l , 二
`̀

… R l ,

…… a 早早

尸尸 222 R ;;; … R Z, …… … R Z, ”
...

“ 呈呈

尸尸 *** R戈戈 … R * ,

…… … R * ,
·

““ a 足足

这里所给的单纯形表根据文献 〔3 ] 和 [ 6 ] 的单纯形表的结构编制
。

表中 Q
,

和 Q
:

是 Q

的一个剖分
,

使得

Q
,
一 王J I J 任 Q 且 x ,

= 2
,

} ; Q
Z
= { , 1, 任 Q且 x ,

= 云
,

}

Z夕一 b 、。
一 艺 , 、 , l

,

一 艺。
: , u , ,

* 一 1
,

…
,

m

a 父一 R ; 0
一 习尺* ,

,
,

-
,

任 Q l

,

…
,

K

而

称 R ,

一

R * 。
= 一 C头B 一 ` b

,

k 一 1
,

…
,

K

( R l , ,

R Z , ,

…
,

R * ,

)
T

为对应基 B 非基变量
v ,

的检验 向量
。

设 V 满足
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一 z 夕
,

i = 1
,

2
,

…
,

m

= l , ,

夕任 Q
,

= u , ,

j 任 Q
Z

丐vj巧!
之lee|t

则称 v 是 目标规划 (1 ) 的一个基本解
,

如果 v 还满足

了
,

( v ,

镇瓦
,

j = 1
,

2
,

…
, n + zm ( z )

则称 V 为一个基本可行解
,

称
v , ,

j 任 Q
,

为第一类非基变量
,

称 v , ,

j 任 Q
Z

为第二类非基

变量
。

设 V 是基可行解
。

如果还有

才
尺 ,

LR
,

l e x ) 0

l e x 镇 0

,

]

,

]

任 Q
,

任 Q
Z

( 3 )

则 V 便是 ( 1) 的一个最优解
。

(3 ) 中 le x 妻表示字典序大于等于
。

如果 V 是一个基本解
,

同时还满足 (3 )
,

则称 V 是 l( ) 的一个正则解
。

下面给出的算法将从 ( 1) 的一个正则解出发
,

进行对偶单纯形迭代
,

每次迭代后仍

保持为正则解
,

最后达到条件 ( 2) 也满足
,

从而得到最优解
。

2 算法步骤

设 v 是一个正则解
,

S t e p l 计算

z分

B 是对应的基
,

首先建立对应的初始单纯形表
。

一 ,
: 。
一 艺 b

。,

z
,
一 艺 b

, ,
云

, ,

` 一 l
,

2
,

一 m

j〔 Q z 夕任 Q Z

a父一 R , 。
一 名 R 。 ,

了
,

一 习R 。瓦
.

k 一 1
,

z
,

…
,

K

了〔 Q Z

S t e P Z

则转 S t e p 3
。

S t e P 3

若 了
,、
镇 z夕镇云, ,

J〔 Q l

,

2
, …

,

m
,

当前的正则解是一个最优解
,

计算停止
。

否

确定出基变量 巧
, ,

其中

j
,

= m i n { j
`

}z尸< Z
,̀ 或 z尸> 瓦

,

i = 1
.

…
,

m

若 z 夕< l , , ,

则 v , ,

出基后为第一类非基变量
,

转 S t e p 4
。

若 衅> 丽声
,

则 vsj 出基后为第二类非基变量
,

转 S t e 6P
.

S t e p 4 令

沪 = l e x m a x 弃
*

,

一瓦
,

< 。
,

少任 Q
,

或 ` > 。
,

j 任 Q
:

}
口 , 少

.
.

一 ~
,

/ _ I n

r
= m `n 飞j l ] 七 叼 ` ’ ” ”

久 口 ’

瓦式
, 一 必或 j 任 Q

Z ,

瓦
,

> o
, 1 。

丁一 才〔 布

。 ,少

取 v ,

为进基变量
,

并以 氏为主元作单纯形迭代后转 tS 叩 5
.

S t e p s 若
r
任Q

l ,

置

Q
,
一 Q

I

U { j
,

}\ {
r

} ; Q
:

= Q
:

若
r 任 Q

Z ,

置

Q
I
= Q

I

U { j
,

} ; Q
:
一 Q

Z

\ { r }

返回 S t e p l
.
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s t e p 6 令

必一 `
一

·̀ `

最
R ,”

` ,

> 。
,

, 任 Q
工

或 “一 < 0
,

j 任 Q
Z

,

,
二 _ ~

,
、 _

1 。 二 ~
.

一 ~
,

, _

I n 二
r

= m l n 左j } ] 七 勺
1 , 。 s ,

户 U ,

f 找 ,

= 沪飘 ] 七 叼 2 , 白 s ,

久 U ,

万找
,

= 甲
口 s少 口 s少

取 v “

为进基变量
,

并以 公为主元作单纯形迭代后转 S t eP 7
.

S t e p 7 若
r
任 Q

l ,

置

Q
l

= Q八 {
r

} ;
Q

:
= Q

:

U ( j
,

}

若
r
任 R : ,

则置

Q
,

= Q
, ; Q

Z
= Q

Z

U {少
,

} \ {
r

}

返回护
` e p l

·

关于此算法我们有如下结论
。

定理 1 算法从一个正则解出发经一次迭代后所得的解仍是正则解
,

并且当 R
,

并 。

时
,

目标函数向量是字典序严格增加的
。

证明 略
。

3 举 例

如开始没有 BI
才

G P 问题的正则解
,

可以先求解如下对应的变量无上下界约束问题

l e x m i n a = ( a l , a : ,

…
, a *

)

才习
a o

xj 十 “
r

一 iP 一 ”
, ,

` 一 `
,

2
, ”

` ,

从

{ x ) O
,

甲异 0
,

刀异 O

( 4 )

得到 ( 4) 的一个最优解 下
。

设 丽对应的基为 B
,

非基变量的下标集为 Q
,

令

J
.
, 一 `

少 , ’ 任
_

Q

}
v
; 一 b

. 。

一 乙 b
,

则所得到的 侧 一 v( 了
,

谓
,

…
,

试+2
,
)

初始解
。

例 1 求解

少任 Q

是问题

少l , ,

i = 1
,

…
,

m

( 1) 的一个正则解
。

俨 可作为求解 ( 1) 的

l e x m i n a 一 (产
1 ,

专: ,

刀: ,

夕
J
)

二 1

+ x :
+ 专

1
一 P I

= 14

了 :
+ x :

十 甲
:
一 尸:

一 8

一 x l
+ Zx :

+ 甲3
一 P 3

一 6

了 ,
一 x :

十 甲;
一 尸;

= 1 6

1镇 x 、

毛 1 0
,

2 ( x :

镇 1 2
,

军
,

妻 O
,

P
,

) O

( 5 )

解 先求解对应的问题 ( 4)
,

得到最优解如表 1
。

令表 ` 中的非基变量都取下界值
,

并补上解列 `
,

得到表 .2 我们用岁表示非基变量
v ,

是第一类的并取下界值 l,. 用粉表示非基变量 今 是第二类的并取上界值
u ,

·

此时我们

得到了原问题 ( 5 ) 的一个正则解 V 。
一 ( x 、 ,

二 : ,

夕
1 ,

, 2 ,

甲
3 ,

, 4 ,

尸1 ,

户2 ,

产3 ,

刀4
)

T
= ( 2 2

,
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2
,

0 , 0
,

1 4
,

6
,

0
,

6
,

0
,

O
,

)
T 。

衰 1 表 2

VVV 刀刀

玛玛 甲2 x Z P l 甲1 肉 P---

PPP 222 666 一 1 0 一 1 1 0 000

XXX 111 1 444 0 1 一 1 1 0 000

甲甲333 2 000 0 3 一 1 1 一 1 000

,, `̀ 222 0 一 2 1 一 1 0 一 111

户户 lll OOO 0 0 1 0 0 000

户户222 000 1 0 0 0 0 000

PPP 333 000 0 0 0 0 1 000

PPP咭咭 一 222 0 2 一 1 1 0 111

VVV刀刀 V马马 ( 0 ) ( 2 ) ( 0 ) ( O ) ( 0 ) ( 0 ))) Z马马
,,,, 2 x Z P工 叩1 P 3 P毛毛毛

PPPiii 666 一 1 0 一 1 1 0 000 666

XXX 111 l 444 0 1 一 1 1 0 000 l 222

甲甲sss 2 000 0 3 一 1 1 一 1 000 1 444

叭叭叭 222 0 一 2 1 一 1 0 一 111 666

PPP 111 000 0 0 1 0 0 000 000

PPP 222 000 1 0 0 0 0 000 000

PPP 333 000 0 0 0 0 1 000 000

PPP
---
一 222 0 2 一 1 1 0 111 一 666

因 x ,
一 1 2> 1 0一不

, ,

故让 x ,

出基
,

出基后变化第二类非基变量
,

取上界值 10
,

由算

法中的 tS eP 6选 出进基变量 刁1
.

对表 2进行迭代后补上解列得到表 3
.

此时得到的正则

解 ( x l ,
x Z

) = (1 0
,

2)
,

满足有界性条件
,

从而是最优解
,

算法停止
。

裹 3

VVV 刀刀 V马马
f o 〕 ( 2 ) ( 0 ) ( 10 ) ( 0 ) ( O JJJ

Z马马
甲甲甲甲2 x Z P l x l P 3 P`̀̀

PPP Z III
一 888 一 1 一 1 0 一 1 0 000 444

叩叩
iii 1444 0 1 一 1 1 0 000 222

甲甲333 666 0 2 0 一 l 一 1 000 1 222

甲甲
333 l 666 0 一 1 0 1 1 一 111 888

户户 111 000 0 0 1 0 0 000 000

户户222 000 1 0 0 0 0 000 000

PPP
333 000 0 0 0 0 1 000 000

PPP `̀ 一 1 666 0 1 0 一 1 0 111 一 888
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