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一个c l单调保形插值三次样条的构造
’

王 兴 波

(系统工程与应用数学系 )

摘 共 本文利用三次e Bm o e n i t多项式构造了一种 C l单调保形插值三次样条函数
。

该

方法除计算简单外
,

还能应用于外形设计中且能灵活地调节外形曲线
.

关. 词 单调保形插值
,

有 (无 ) 拐分布
,

折线偶
,

eB
r
sn et in 偶

分类号 0 2 4 2
.

2

1 预备知识

文献 〔1〕 从代数的角度讨论了保凸插值三次样条的构造
,

但该方法计算较复杂
,

不

宜应用于外形设计中
,

本文从三次 eB rn st ie n 多项式的性质人手
,

构造了一个单调保形的

插值三次样条
,

而且由于引入了控制参数向量
:

a 一 ( a
l , a Z ,

…
, a .

)

使得本文的方法能在外形设计中方便灵活地控制所设计的曲线的形状
,

献 〔1〕 的方法是本文的一个特例
。

1
.

1 几个荟本概念的回顾

给定一组型值点
:

P t
( x

, ,

y
l
)

,

P Z ( x
: ,
夕 2

)
,

…
,

P
,

( x
。 ,
夕

,

)

同时可证明
:

文

、

、产、 ,
子

,10白
Z`
、
了、

令 D
, y

, + l
一 y

亡

工
t+ l
一 工`

~ 1
,

2
, 二 , , n 一 1

咨`
一 D

`二 ;
一 D

,

i ~ 1
,

2
,

…
,凡 一 1 ( 3 )

如果 姜镇 x 、 1

时
,

势《 笋十 , ,

则称型值点列 ( 1) 是单调分布的
。

如果 咨成+ ,

) o
,

i 一 1
,

2
,

…
, , 一 1 ( 4 )

则称 ( 1) 是凸分布的
,

或无拐分布
。

如果对 k 有 占声
* + :

< o
,

1簇 k 成
n 一 1 ( 5 )

则称 ( 1 ) 在 尸 ; ,

尸。 1

是有拐分布
。

函数 S x( ) 如果满足
:

1) 5 x(
`
) 一 y

, ,

则称 s ( x ) 是 (1 ) 的插值函数
。

2 ) 1) D 单调时
,

S ( x ) 满足 1) 且与 ( 1) 有相同的单调性
,

是称 S ( x) 是保单调

,
`
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插值
。

) 3曰 少 是凸分布时
,

S ( x ) 满足 l) 且与 ( 1) 有相同的凸性
,

则称 S ( x) 是保凸

插值

4) (1 ) 在 p * ,

尸 *
一、 1

是有拐分布
,

S x( ) 满足 l) 且在 〔x
* ,

x o
l

〕 内与 l( ) 有相同

的拐性
,

则称 S (二 ) 为保拐擂值
。

5 ) S (x ) 即保凸又探拐则称 S ( x) 保形
。

由此不难归纳出单调保形插值的定义
。

插值样条函数的定义见文献 「3〕
.

1
·

2 三次价
r n s t e i n 多项式的性质

l
。 ,

保凸性
,

见文献 〔1〕
、

「3〕
.

2
0 .

端点插值性
。

记
: B ( x ) ~ f ( O) ( 1 一 x )

“
+ 3 f ( 1 / 3 ) x ( l 一 x )

“

则有

3
0 .

端点切线性质
:

十 3f ( 2 / 3 ) 二
2
( 1 一 二 ) + f ( 1 ) x

3

B ( 0 ) 二 f ( O )
,

B ( 1 ) = f ( 1 )

x 任 〔o
,

1」 ( 6 )

( 7 )

,
、

,
OOQù

r

`ZtB
,

( o ) 一 3〔f ( 1 / 3 ) 一 f ( o )三二

B
,

( 1 ) 一 3〔f ( 1 ) 一 f ( 2 / 3 ) 〕 =

f ( 1 / 3 ) 一 f ( 0 )

( 1 / 3 ) 一 0

f ( 1 ) 一 f ( 2 / 3 )

l 一 2 / 3

知
: B ( 二 ) 在 二 -

( 1 / 3 ) )及 ( 2 / 3
,

f
,

( 2 / 3 ) )

示
、

如图 1 所示

1
.

3 几个定义

0
,

x 一 1 两端点的导数可分别用连接点 (0
,

f (0 ) )
,

,

( l
,

f ( x ” 的连线的斜率表

{

( 1 / 3
,

f

蜡 {
)

三分中区间
,

区 间 巨
,

司 分成三等分
,

中

间的子区间

分中区 间
。

1
l
一

a 十万
L” 一 a ),

2
, , 、

二 丫`
、 .

_

一 _

a 十 : 丁 又夕一 a ) 」 利、 刀二二
O

2
“

折线角点
,

区间 X 上两相交线段构成 X 上

的一折线函数
,

交点为折线角点
。

1 2

3 3

图 1

3
。

折线函数偶
:

Z ( x )
,

L ( x ) 是 x 上的两折线函数
,

若存在 右任 x 使 五 (右+) 一

乙 嘴
_

_

)
.

则称 工 ( x ) 去 ( x ) 是 X 上的一对折线函数偶
,

亦称折线偶
。

4
0

B e r n s t e i n 函数偶
.

由折线偶 Z (二 ) L ( x ) 构造的 eB
r n s t e in 多项式

:

万 (工 , 一

县
五
味 才 ( 1 一 x )

” 一 ` ,

0 蕊 x 簇 1

血
二 , 一 乙 (L令

, x
,

( l 一 x )
” 一 ` ,

0 簇 x 簇 l

.

1
、

!
r
J了!1

...厂.、

1
.1

B e r n s t e l n 函数偶亦简称 eB
r n s t e i n 偶

。
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2 构 造

2
.

1无拐分布的保形插值样条

设 尸
, 一 , ,

尸 ` ,

尸、 , ,

尸 ,十 2

是给定的四个凸分布的型值点
,

现在构造一个三次 lC 连续

的函数 S ( x ) 使得
:

( 1 ) S ( x
`
) 一 y

、

( 2 ) S ( x ) 任 C
,

〔x
`一 1 ,

x 、 + 2

〕

( 3 ) S
’

( x ) ) 0
.

由条件 ( 2) 知 S ( x ) 在 尸
、 一 , ,

尸
: ,

尸、 1 ,

尸 `
+2 处存在切线

,

不妨分析 尸` ,

尸`
+1 处

,

设过此二点的切线为 1
. ,

乙十
, ,

相应斜率为 m
` ,

叭
+ , ,

由凸分布关系知 l , 必介于兀刃耳的

延长线与只尸
、十 ,

之间
,

乙+ 1

介于尸尹
,+ 1

的延长线与尸
: 十 飞

只+ 2

之间
,

且 l `
,

乙十
飞

有交点 Q
`

于是

尸`

Q尹
、 + :

构成 仁x
. ,

二 十 1

】上的折线函数
,

记作 L ( x)
,

其两段分别满足下列两式
:

y 二 关 十 叨汉x 一 式 ) ( 1 0 )

夕 = 少` + ,
十 m

、+ 、
( x 一 x

: + ,
) ( 1 1 )

式中
,

、 ` ,

m 、 1

定义为
:

m
`
一 D

`一 1
一 久 ( D

`一 ,
一 D

`
) ( 12 )

m
`+ :
一 D

`
一 久 + :

( D
,

一 D
`+ ,

) ( 1 3 )

这里
a : , “ 、 ,

为控制参数
,

O(
a ` ,

久 + 、

镇 1
.

易知
:

对于
n
个型值点便产生了控制向量

:

a = ( a
: , a Z ,

…
, a 。 ) ( 1 4 )

由 ( 1 0 )
,

( 1 1 ) 可求得折线角点的坐标为
:

邓 一 兰止二兰址土三生进生上二盛竺 (l 5)

y分

m
f+ l
一 阴

t

( x
` + l

一 x `
) m

、
m

`+ 1

十 少
,

m
, + ,
一 少`+ l

m
、

( 1 6 )
m

`+ 1
一 m

诬

现在有以下定理

定理 1 折线函数 L x( ) 的三次 B er sn et in 多项式 C
`
连续于诸型值点的充要条件是

:

折线角点的横坐标 矛 落在相应的三分中区间
。

证明 充分性由 ( 7)
,

( 8)
,

( 9) 推出
。

必要性
:

设尸 落在相应的前三分之一区间
,

不妨设全区间为 [ 。
,

1〕
,

此时
:

B ,

( o ) = 3仁L ( 1 / 3 ) 一 L ( 0 ) 〕

而 L ( x ) 左边的斜率为 ( L (x 约 一 L ( 。 )) /x 分
,

易知 L ( ( x ) 在左端不与 B (劝 相

切
,

这同 C’ 连续的要求相悖 刃 落在后三分之一区间的情况亦然
,

证毕
。

根据定理 1 的结论知
,

要使折线函数的三次 eB rn s et in 多项式成为我们所要求的插值

函数
,

只需该折线角点的 尸 落在相应的三分中区间
,

为此
,

我们采用折线偶来实现此点
,

具体如下
:

在折线 L (x) 上取两点 T
` ,

天十 ,

使
:

x 万一 x 、
+ 又( x 分一 x `

) ( 1 7 )
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_

一一一一
, ~ 口 ~ ~ ~ 引

一一-
, 屯 - , ,

云` 州肠如~ . . ~ ~ ~ ~ - ~ ~ ~
.

- - 一 -
-

一

—

x几 一 邓 十 又
`

(入
十 1

( 1 / 3 ) 毛 又蕊 ( 2 / 3 )

一 x 约 ( 18 )

一 1 一 几

得到折线 尸 界界
, , .

p
一

:

以 二 二二分将此折线分成两部分
:

工( x ) x `

燕 x 镇 x分 ( 1 9 )

二(二少 x分簇 x 越 瓜+ :
( 2 0)

则有
`

:

定理 2 用折线偶 以 9)
,

又2加 构造的三次 B er ns et in 偶在 仁二
,
二汗 1

〕 上是 lC 连续

的
。

证明 由 ( 1 7)
,

( 18 ) 知
,

x 万必在 [丫
,

x月 的三分中区间
。

x粼在 叶分
,

x `。 」的

三分中区间
,

由定理 1 知 B er ns t ie n
偶

:

` ( 工卜实
刃(
劫介

l(t 卜
! )

3

一

。 (二。 一

全
、 (令) 、 3

{
: ( 1 一 , )

3一
,

X 一 X f

一 二尸一 及

; 一 二尸
“ 不厂二二枣

在 仁二
.

x ~ 1

口上满足
:

万 ( x
,

) 二 少
,

万
`
(二广) 一 s l o p e (工( x ) )

石 (尸 + 的 一 力( x尸一 0) 习 (邓 十 的 一 官 (二分一 0)

B ( 了
:

。 ) 二 从十 1 ,

B ( x 二
,
) 一

5 l o p e (乙(二
+ ,

) ) (证毕 )

定理 3 无拐分布的型值点 ( 1) 的 口 保形插值三次样条函数在 「x
, ,

舌
、 1〕 上可由

下式表示
:

B ( x )
,

B ( x )
,

x 镇 x 镇 邓

x分毛 x 毛 x 卜 、 1

`
IJ之、

!
、

一一
、 万,

X
了.、 、

S

有拐分布的单调保形播值样条

设型值点 尸 ,一 :
.

尸` ,

尸+1 1 ,

只十 2

是有拐分布的
,

我们可分两种情况
: 1

“ .

非单调有拐
,

单调有拐
,

如图 2一 3 所示
。

/

介
\

厂 丰 2

匕
_

图 2 图

,

我们要求构造 S ( x ) 在 [ x
、 ,

x 、 1

口上满足

5 仁厂 ) “ 丛

万 ( 、 ) 任 C’ 「二
.

二叶 : 〕

存在 宁任 巨
, .

二
一

1

〕 使 了 (豹 簇。

O

1ù、夕,)
二,
ù
土今白价人寸人

犷

(̀
、子

`
J

任

1es, t山



对 2
。

则要求 S(x )除满足上述 (i )
,

( z )
,

( 3 ) 外
,

还应有
、

( 4 ) 任意 x l

成 x Z

都有 S ( x
l
) 成 S ( x

Z
)

,
x l ,

x Z
任 [毛

,
x 汁 1

〕

由于 S ( x ) 在 尸 ` ,

尸
`
+1 处的切线存在

,

我们仍用 ( 15 )
,

( 1 6 ) 表示
,

但此时的折线

函数 L ( x) 不能由 l
` , l`干 1

的交点确定
,

因此我们做以下工作构造 Q
`
而得到相应的播值

样条 S ( x )

取 又:
( 1 / 6 ) 成 又 ( ( l / 3 ) ( 2 1 )

在 l 、 上取 iT
:

x若一 x `

+ 又( x
、+ ;
一 x `

)
,

夕了~ 夕`
+ 又(少

` + 、
一 少`

)
、

( 2 2 )

在 l `+ ,

上取 T
` + , :

!+x
,
一 x ,

+ ( 1 一 人) ( x
`* ,
一 x `

)
, 少忍

,
二 夕、

+ ( 1 一 又) (夕
`+ l
一 夕`

) ( 2 3 )

工爪
+ :

交尸
`
只+ ;

于 Q
、 ,

则 x 丁必在 〔ix
,

矛」的汾中区间
, x孔

、
在 〔刃

,

二+ ,

」的三分中区

间
.

识析绘 .P .T O
`

失 工 x( )
,

以里
二 ,

只二 ,

为 L (x )
.

则由析线偶 二 (x )
,

L (x ) 构浩的

( 2 4 )

3 逼近阶的估计

由折线 L ( x ) 的定义知
:

L ( x ) 可表示为
:

L ( x ) = L ( x
.
) + S

`
( x

.
) ( x 一 几 ) ~ S (二

`
) 十 S

,
(几 ) ( x 一 x *

) ( 2 5 )

为估计收敛阶
,

我们先估计 }L ( x ) 一 S ( x ) }

}L ( x ) 一 S ( x ) } 一 }S (x
.
) + S

,

( x
.
) ( x 一 x ,

) 一 S ( x ) !

一

合,S
’

` a , , ,X 一 。 ,
’ ,

“ ( ·
( X

( 2 6 )

如果 f ( x ) 任 C’ 则有

}f ( x ) 一 L ( x ) !

如果 f ( x ) 任口 则有

}f ( x ) 一 L ( x l) -

= }尹 (月) 一 S
`
( x

,
) 日x 一 x *

} x *

成 月簇 x ( 2 7 )

l尹 ( x
,
) 一 s

`
( x

*
) ( x 一 x *

) + 喜广(口 ) ( x 一 x `
)
:

{
`

( 2 8 )

知关键问题在于 !尹

S
,

(几 ) }
.

由 ( 1 2 )
,

( 1 3 )

( x
,
) 一 S

`
( x

*
) }及 }尹 (声) 一 S

,
( x

.
) i

,

由此可归结为 }尹 (x ) 一

及 lS (x) 的性质有
:

D 二
簇 S

`
( x

.
) 镇 D 二一 , ( 2 9 )

此亦
:

〔x
* ,

x . + ,

〕f 簇 S
`
( x

;
) ( 〔x 卜

1 ,
x ,

」f ( 3 0 )

由差商性质知
:

如果 f ( x) 任 C 则存在 分
,

e 使 x * 一 1

毛 e簇 x . ,

一
,

为簇右蕊为 +1 满足
:

fl 偌 ) 簇一 S
,
( x

。
) 簇 尹偌 ) ( 3 1 )

1 1 5



再 由介值定理知必有一点
r

使

夕 ( x
`

)一f ’ (约 右 (r 簇g

从而 (2 7)成为
:

f }( x)一 L( x) }=f l !(夕 )一f l (r ) I } x一 x.

}亦即

}f ( x)一 L( x) }簇 。 (f l )h

(32 )

(3 3 )

(28 )式化为
:

如果f ( x)任c
“
则

}亨 ( x)一 五 ( x) }成 Jf l ( x;
)一 尹`· , } ,X

一
, +
告

! f’ (“ , !』X

一
`2

一 ,广 (“
1
, , ! X

一
!

2
+

音
,广 (“ , } ! Z - X一

一 3
: 。 : , 。

飞 百 {I J (I n “ ( 3 4 )

现在我们有
:

定理 6 设 f ( x) 是被插函数
,

S ( x) 是构造的 c `

三次插值样条函数
,

记 R 一 {f

(了 ) 一 s (二 ) }有 `

1
“ .

如果 f ( x ) 任口 则

R 、 (

音,}

R簇
髻

( ! }

S
’

1{ h + 。 ,

( f ) h ) 一 0 ( h )

~
,

h Z
、

一 , J 叹
. 门

, )
一

艺
’

( 3 5 )

2
0 .

如果 f ( x ) 任 c “
则

S
”

}} + 3 1} fl
`

( 3 6 )

证明 R = }f ( x ) 一 S ( x ) { ( }f ( x )

如果
.

/ ( x ) 任 C `
则由 ( 2 6 )

,

( 3 3 ) 可得

如果 f (二 ) 任 C Z

则由 ( 2 6 )
,

( 3 4 ) 可得

一 L ( x ) + }L ( x ) 一 S ( x ) } ( 3 7 )

( 3 5 )
。

( 3 6 )
。

(证毕 )

4 算法归纳与实例

我们不难归纳出构造 lC 单调保形插值三次样条的算法
:

S t e p l 确定 只
,

及控制向量
a 一 ( a

l , a Z ,

…
, a ,

)

1 / 3 ( 只 ( 2 / 3

S t e p Z 计算 d ;

确定边界斜率 m t ,

关+ z
一 .y

x 汁 1
一 x

,

并计算 m
,

一试
一 1
一 ia

( {m
、
{> }d小 }m

,

{> }d
二

4)

( d
`一 ,
一 d

,

)
,

i一 2
,

一
, n 一 1

tS eP 3 计算 刃~

刃 = y
,

十 m
,

(刀 一 x ,

)

这里 j一 1
, n 一 1

兰二立之丝步 x , + , m , 十 ,
一 x , m ,

m 少+ -
一阴

少

S t e P 4 fo
r

i一 2 t o n 一 2 d o
.

1 16



如果 (峨 + 1
一 d `

)d (
`
一峨一 、

)>0则
:

1
0 .

( 15 )。 好
,

( 1 6 ) 冷少分

Z
o .

x了~ x ,
+ 又 (考一 x `

)
,

y了一 y `
+ 孟 (少一 y

`
)

玖
:
一 x 、 + ,

+ 又(邓 一 x ` + 1
)

,

+yT
,
一 y `+ ,

+ 又(必 一 夕`+ ,
)

如果 (峨 + 1
一 d

`
) ( d

`
一试一 1

) < 0 则

如果 苏十 ,

) y `
则

:

1
0 .

选择 灵
, y兀

1

使 苏 < 必成y耳
1

< 丛+ 1

_ 勺 T一 勺
_

n o _ _
T
一

必 J 止匕 2 一上 一 二
` .

J 公
- —

一 「苗 f , ]

m j

~ i
,

i十 1
.

刃 二
1

, ,

X ` 叫卜 ~ 犷 、 X万一 X口
八

y , 一 y` +
专

( y : 一 ,
`
)

3
0 .

否则
:

d `

y兀
;
一丈

一 x汽
,
一 x子

x分

图

x `
十 ix 十 ,

一 2

x丁

y只
y

`
+ y `+ l

2

x 、
+ 双玲 一 x `

) ; y丁二 y `

十 m
、
( y丁一 x `

)

x2 分一
x了; y凡

,
一 iy 十 ;

一 。 、 1
( x几

,
一 x为

d
`

x兀
1
-

y凡
1
一 y了

“ x兀
l
一 x了
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J̀|、 |l
、

f
l衬

!
St e P S工 (x )一

L (x )-

y
.

十 m
、

(x 一 x
,

)

y万十 d
`
( x 一 x为

y丁+ d
,

( x 一 x万)

y 、 + 1
+ m

`+ 1
( x 一 x ` + 1

)

x
,

镇 x 簇 x分

x分簇 x ( x 尸
x分镇 x簇+x7

1

x孔
1

簇 x簇 x `十 1

一{
鑫
工`
夸

,

鑫
“ 夸

,

3 )
.

} t
之

( 1一 t )卜
佗 ,

t =
k }

X 一 X
,

x分一 x
, ,

x 一 x 分

x `
( x 镇 x分

S t e P 6

3 )

) t
魂

( l一 t )
J 一 “

k /
一 石+ 、

一矛
, 邓簇 x 簇二+ 1

按此算法在机上实现的情形见图 4 一 7
.

注意 a
调节的形状

,

最后指 出
:

如果取
a 、
一

h

h
, _ 1

+ h
,

,

人
,

一 x 、 1
一 x `

则得到的解即为 B b s s el 插值问题的解
,

此亦文献 [ 1 ]的方法
。
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T h e C o n s t r u e t i o n o f a C
`
一 m o n o t o n e S h a p e 一 p r e s e r v i n g

C u b ie S P l i n e I n t e r P o l a t i o n

W a n g X in g b o

( D e p a r t m e n t o f S ys t e m
s E n g in e e r i n g a n d A p p li e d M a t h e m a t ie s )

A b s t r a e t

U s i n g e u b i e B e r n s t e i n p o l y n o m i a l
,
t h i s p a p e r g i v e s a e o n s t r u e t i o n o f C ,

一 m o n o t o n e

s h a p e 一 p r e s e r v i n g
e u b i e s p l i n e i n t e r p o la t i o n

.

T h e e o n s t r u e t i o n 15 e a s y t o e o m p u t e a n d

e a n b e a p p l i e d i n s h a p e d e s ig n
.

K e y 代 o r d s m o n o t o n ie s
h a p e 一 p r e s e r v i n g i n t e r p o l a t i o n ,

f l e x 一 d i s t r ib u t i o n ( n o n f l e x

一 )
, r e f r a e t l i n e d u a l

,

B e r n s t e i n d u a l
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