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G F ( q) 上多元多项式与钟控序列
’

李 超

(系统工程与数学系 )

摘 耍 本文讨论了有限域 G F ( q ) ( q~ 厂
,

P ) 2 为素数
, a

) 1 为正整数 )上多元多项式

与钟控序列的周期和线性复杂度的关系
。

当前馈函数 g ( x
, , x Z ,

…
, x ,

) 〔 G F ( q ) 〔x
l , x : ,

一 x 二

〕

为一次多项式时
,

我们给出了钟控序列到达最大周期与线性复杂度的充要条件
。

关锐词 有限域
,

钟控序列
,

多项式
,

周期
,

线性复杂度

分类号 T N g l l
.

2 1

在文献 [ l ]中作者讨论了有限域 G F ( 2) 上 L S R g [ d
,

月— 互钟控序列的周期特性
,

给出了 L S R g 〔d
,

月—
互钟控序列到达最大周期与线性复杂度的充要条件

,

特别当 g

x(
、 ,

x Z ,

…
, `

乙
.

) 任 G F ( 2 ) 〔x
, ,

x Z ,

…
,

众〕只依赖于两个变元 x
,

和 x ,
( `护 j) 时

,

仅当 g x(
, ,

x Z ,

…
,
二

二

)一 1十二
:

+ x
;

十 x
,

x ,

或 x 、
+ x ,

十 x ` x , ,

L s R g仁d
,

月— 互钟控序列不能到达周期与线

性复杂度的最大值
,

本文将文献〔l 〕中结果推广到有限域 G F (妇上
,

给出 G F (妇上 L s R g

仁d
。 ,

d , ,

d Z

二一一互钟控序列模型
,

当前馈函数盯 x , ,
x Z ,

…
,
x

二

) 任 G (F q ) 〔x , ,
x Z ,

…
,
x

。

j为

一次多项式时
,

我们给出了一 系列充要条件
,

使得 L S R g 〔d
。 , d , ,

d Z

〕— 互钟控序列到达

周期与线性复杂度的最大值
。

1 L s R g 仁d
。 ,

d , ,

d
Z

〕—
互 钟控序列

为方便起见
,

我们令 月为有限域 G F 匆 )的本原元
,

即 G F ( , ) = { o
,

1
,

月
,

月
2 ,

…
,

产
一 2

}
。

构作乘法群 G F
`

(妇一 G F (妇一 { 0} 到二元群 G 一 { 1
,

一 1} ( G 的群运算为普通数的乘法 )

的同 态 : : 、 ( 月
2乏

卜
1

,

而 : (夕
, 。 + 1

)

一
1

,

走一 。
,

1
,

:
,

…
,

「华刁
。

我 们规 定 : ( 。 )

“
司

一 0
.

利用群同态 X
,

构造 G F (妇上一类互钟控序列如下
:

定义 1
.

1 设丝~ a 。 a : a ;

…和些二 bo b l b :

…为 G F (妇上 n 级 m 序列
,

T
。

一 T ,
一犷一 1

,

d0

d , ,

d :

为正整数
,

d
,

< 叮
”

一 z ( i = o
,

1
,

2 )
,

g (二
, ,

x : ,

…
,
x

。

) 任 G F ( g ) 〔x
, ,

x : ,

…
,
x

二

]
。

令 u ` 、

一 a 。 u ,

= a : ( t。 t ) 1

其中
s ( O ) ~ O
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s ( t ) =

s ( t 一 1) + d
。

s ( t 一 1) + d;

s ( t 一 1) + 姚

当 X ( g ( b卜 1 ,

b
, ,

…
,

b ,+ 。一 2
) ) = o

当 X ( g ( bt
一 , ,

bt
,

…
,

bt
+ , 一 :

)) 一 1

当 Z ( g ( b卜
1 ,

b
, ,

…
,

b
` + 。 一 2

) ) ~ 一 l

则称 。 元序列丝= u o u , u Z
·

一
a , (。 ) a , ( , 》 a , ( 2 ) …为 G F ( 。 )上 L s R g口

。 ,

J
, ,

J
Z

〕— 互钟控序列
。

例 1
.

1 设三一互= 0 10夕o
,

夕
2 1 1尹l

,

月, 朋
2

夕
,

… …为 G F ( 2
,
)上 2 级 m 序列

,

其中尹为

G F ( 2 )本原多项式 f ( x ) 二 x z
+ x + i 的零点

,
g ( x

, ,
x Z

)一 x l
+ x : ,

〔d
。 ,

d
, ,

d
:

」~ 〔z
,

2
,

3〕
,

则

互关于 g ( x
, ,

x :
)的前馈列为 g 伍 ) = 1 1月月尸

,

夕o尸夕节
,

1 0 10月
, ,

…
,

于是 L SR g [ i
,

2
, 3〕—互钟控序列丝为

:

丝一 0 0 0 1夕
2 ,

夕0 1月夕
, ,

月月
2

月严口
2 ,

1夕夕
,

口夕
,

夕
习1 0 0 1

,

1月月尸0
,

0 0 1 1夕
,

尸o声刀
2 1

,

尸声月
2 0 1

,

月月
2 1夕

2

夕
2 ,

o夕0 1夕
,

朋
2

夕
2 1 0

,

0 1月夕夕
, ,

1 0夕
, 1 1

, ,

夕月
2 0 0月

,

月
2 1 1月。

,

o尸1月夕
2 ,

月
2 0 1月0

,

1夕尸夕
2 1 ,

夕1 1 1夕
,

夕2 1 0 0夕
2 ,

2 1夕尸o
,

0 2朋
,

尹
, 0 0那

21
,

朋
,

夕o夕
,

口
,

夕1月夕
, ,

1夕0 1 1
,

1朋
2 1 0

,

1 1尸月夕
2 ,

0 0月
2 1夕

,

夕
2

夕口
2 0月

2 ,

l严月尸o ,

月严1夕l
,

口夕
20夕1

,

卯夕夕
2 1

,

0 2 1 1尸
,

夕尸1 0 2
,

1 1尸0 0
,

夕2一尹尸夕
,

尸0 0夕
2

月
,

夕
2

月
2

产 1夕
,

i口l夕夕
,

夕
2 1月1 1

,

夕尸 0 0 0
,

1 1月
,

月夕
2 ,

…

这时丝的周期 p (少一 2 25 一 1 5
, ,

兰的线性复杂度
: (乡 二 30 (复杂度可由 M as se y 算法旧求

出 )

由上例可以看出
,

L S R g 〔d
。 ,

d
, ,

d Z

〕— 互钟控序列的周期 P (少实际上为原驱动序列

三的周期平方
,

本文将证明如下结果
。

定理 1
. `

i 当 q = 2
“

( a 妻 l )
,

g ( x
, ,

x : ,

…
,
x

二

)为 G F ( 2
“

) 〔x
, ,
二 2 ,

…
, x

,

〕中一次多项式
,

则 ( 1) 当 x( g (0
,

0, …
, O )) 一 O时

,

L S R g 〔d
。 , d , ,

d Z

〕— 互钟控序列周期与线性复杂度到

达最大值的充要条件为 ( ( 1一 z
“

) d0 + Z
a一 ’

d
, ,

+ ( 2
’ 一 ’
一 i ) d

: ,

2“ 一 i ) 一 1
.

( 2 )当 x ( g ( 0
,

0
,

…
,

0) ) ~ 1 时
,

L S R g 〔d
。 ,

d , ,

d Z

〕— 互钟控序列周期与线性复杂度到达最大值的充要条

件为 ( ( J
。
一 d

:
) + z

` 一 `
( d

Z
一 ` ,

)
,

2“ 一 1 )一 1 ( 3 ) 当 X ( g ( o
,

o
,

…
,

o ) ) - 一 z 时
,

L S R g [ d
。 ,

d
, ,

d
Z

〕— 互钟控序列周期与线性复杂度到达最大值的充要条件为 ( ( d
。
一 d Z

) + 2
“ 一 `

( dl

一 d
Z
)

,

2. 一 1 ) = 1
.

定理 1
.

2 当 。 = P
,

( P ) 3 为素数
, a ) 1 或 P ~ 3 , a > z )

,

g ( x
, ,

x Z ,

…
,
x

.

) 任 G F ( P
“

)

〔x
l ,

x Z ,

一几〕为一次多项式
,

则

( 1 ) 当 Z ( g ( o
,

o
,

…
,

o ) ) 二 o 时
,

对任意正整数 d
。 ,

d l ,

d : ,

试 ( g
”

一 2 ( i = o
,

1
,

2 )
,

L S R g

〔d
。 ,

d
, ,

姚〕— 互钟控序列既不能到达周期最大值
,

也不能到达线性复杂度最大值
。

( 2) 当 x ( g (0
,

o
,

…
,

0) ) 一 1 时
,

L S R g 〔d
。 ,

d , ,

d
:

〕— 互钟控序列到达周期与线性复

, * . 山 * 品 * ` , 体 、
, ,

q十 1 J .

q一 I J _ , , 、
_

,

杂度最大值的充要条件为
:

d(
。
一 王

十
之d ,

+ 卜一 d Z ,

犷一 1) 一 1
.

小 ~ ~
/ 、

~
H 才 / “ ~ 司

、 ” / 甲
` “ 一 ”

2 一 ` ’

2 一 ` ’
1

( s ) 当 x ( g ( o
,

o
,

…
,

o ) ) ~ 一 i 时
,

L s R g [ J
。 ,

J , ,

` 2

〕— 互钟控序列到达周期与线性

复杂度最大值的充要条件为
:

(+d0 宁
试一

守dz, 护一 ,

卜
,

·

定理 1
.

3 当 q一 3时
,

g ( x
, ,

x : ,

…
,
x

。

)为 G F (3 )上一次多项式
,

则当且仅当 ( d
。
十试

+ d Z ,

3
”

一 D 一 1 时
,

L S R g 〔d
。 ,

d
, ,

d
Z

〕— 互钟控序列到达周期与线性复杂最大值
。

2 结果的证明

我们令 S = s (几 ) ~ s伪
`
一 z )

,

其中
s ( t )为定义 2

.

2 中下标函数
,

由 s
( t )的定义易知

,
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对任意 k ) 。
,

0 ( t < T 。 ,

有 , k( 兀十 )t 一 k s + : (t )于是仿文献仁3 ]用母函数的方法可证如下

引理
:

引理 2
.

1 如果 S祥 o ( m o d 了一 l )
,

而 f ( x )为纽的本原生成多项式
,

aS 为 f ( x )在其

分裂域中一个根
,

厂 s) ( x) 表示 矿 的极小多项式
,

则 L S R g 〔d
。 ,

d
, ,

d
:

〕—
互钟控序列的极

小多项式 几 ( x )满足
:

几 ( x ) 1厂
“ , ( x 几 ) )

。

引理 2
.

2 对任意多项式 g ( x
, ,

x : ,

…
,
x

,

)和正整数 d 。 ,

d l ,

d
: ,

L S R g 〔d
。 ,

d l ,

d Z

〕—互钟控序列周期与线性复杂度的最大值分别为 (了一 1)
2

和 n ·

(犷一 l )
。

引理 2
.

3 L s R g [ d
。 ,

d , ,

d
:

〕—
互钟控序列到达周期与线性复杂度的最大值的充要

条件为 ( S
,
g

”

一 1 )一 1
.

证明 (充分性 )

由于 ( S
,
g
一 1 ) ~ 1

.

所以 f ` s ,
( x )为 ,

次本原多项式
,

由文献〔4」中 D ic k s o n
定理

。

尹
, ,
(二勺 ~ 户夕 ,

(了
一 ’

)为不可约多项式
,

而 人 x( ) !了s() ( x 几 )于是

几 ( x ) 一 1 或 人 x( ) ~ f( s) 仕几 )

但 全r 一 ” 一少
5 ,

不为全 o 序列
,

故几x( )若 .l 从而几 x( ) 一尹 s) x( 几 )

则我们有
:

户 (竺 ) 二 户 (几( x ) ~ 户 ( f ` s ,
( x 几 ) ) 二 ( Q

”

一 z )
’

c (竺) = d e g (几( x ) ) 一 d e g ( f ` s ,
( x 几 ) ) ~ , ·

( g
”

一 l )
.

(必要性 ) 用反证法即可推出
。

引理 2
.

4 设 g x(
, ,

x : ,

…
,
x

,

) 一 al x ,
+ 内 x Z

+ … + 久 x
。 a 、

任 G F (妇不全为 o
,

则方程

g ( x
l ,

x Z , `

二 ,
x
二

) = b 在 G F
”

(叮) 中解数为 宁
” 一 ` .

这里 b 为 G F匆 )中任意元
。

证明 由于 a .

不全为 。
,

不妨设
a l

铸 。
,

则对于不定元 x Z ,
x 3 ,

…
,

x
,

的任意取值
,

由方程
a l 二 ,

十内 x Z
+ … + ` x

。

一 b 可唯一决定 x ,

的取值
,

而 ( x
: ,

x 。 ,

…
,

x
。

)共有 q
” 一 `

中取

法
,

故方程 g x(
: ,

x Z ,

…
,

x
,

) 一 b 在 G F
二

(妇 中解数为 q
二一 ` .

由引理 2
.

3 可知
,

L S R g 〔d
。 ,

d
l ,

d
Z

〕— 互钟控序列能否到达周期与线性复杂度最大

值
,

取决于 S 一 : ( T
,
)

,

下面我们分析当 g x(
, ,

x Z ,

…
,
x

,

) ~ al x l

十内 x Z
+ … + 、 x

二

+ a , 十 , ,

a(
,

任G F (妇
,

并且 a :

不全为 。 i一 1
,

2
,

一
, n 十 1)

.

5 的取值
,

分三种情况来讨论
。

C a s e l
·

。 = 2
·

的情形
。

当 q ~ o2 时
,

G F (2
“

) 中满足 x( a) 一 1 的元素
a 的个数为 2一

, ,

而满足 x( a) - 一 1的元素个

数为 2
’ 一 `
一 1

.

于是
:

1
。

当 x ( g ( o
,

o
,

…
,
o ) )一 。

,

即 g ( o
,

o
,

…
,

o ) = o 时
,

序列互关于 g ( x
, ,

x Z ,

…
,

几 )的前馈

序列中长 ,
”

一 1二 2“ 一 1段内
,

o 的个数为 2
’ `” 一 ` ’一 1

.

夕
2`
( o簇 k簇 2

“ 一 ’
一 1 )的个数为 2

。 `” 一 ` ’ .

夕
2奋+ ’

( o ( k镇 Z
a 一 `
一 2 )的个数为 2“

” 一 ”
.

从而

s 一 : ( T
、
) 一 ( z

· `
一

` , 一 1 )己
。

+ 2
· 〔
一

1 ) .

答
.

、 1

`

+ 2
. ( 呢一 1 ) · 2

口

一 2

2
d

: “ ( 2断 一 1 ) d
。
+ 2

。 ( , 一 ` ) ·

( ( 1 一 Z
e

) d
。
+ Z

a 一 ’ d l
十 ( 2一

’
一 1 ) d

Z
)

( S
,

2“ ) = l 当且仅当 ( ( 1一 2
,

) d
。
+ 2

0 一 ` d 、
+ ( 2

“ 一 `
一 1 ) d

: ,

2“ 一 1 ) = 1
.

这就完成了定理 1
.

1
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中 ( 1)的证明
。

2
。

当 戈 (g (心
,

。 ,

…
,

D ) ) = 1
,

即 g ( o
, D

,

…
,

D ) = 尸 (之任气D
,

1
,

…
,

梦
、
一 1 ) )

,

序列互关于

g ( x
l ,

x Z ,

…
,
x

,

)的前馈序列中长 。
”

一 z = 2 “ 一 1 段内
,

o 的个数为 2
· `一

` ’ ,

夕
,`
( o簇无镇 2一

`
一

1 , k护 l )
,

的个数为 2“
` 一 ” ,

夕
2`
的个数为 2

“ ` ” 一 ` ’ 一 z 个
,

而 夕
2` + ’

( o ( k蕊 2
“ 一 ’
一 2 )的个数为

2
· ( 。一 1 ) ,

故 S = s ( T
。
) = 2

. ( ” 一 ” d 。
+ 2

。 ( , 一 ”

+ ( 2
。 ( ” 一 ’ ) 一 1 ) d

l
+ Z

a ( , 一 ` )

·

(誓
一 `

)
·

“ 1

· `

罕
峨

= ( 2耽 一 l ) d
l

+ 2
. (一

’ )
( ( d

。
一 d Z

) + 2一
`
( d

:
一 d ,

) )

于是 (S
,

2“ 一 1) 一 1 当且仅当

( (d
。
一 d

Z
) + 2

, 一 ,
(碗 一 d l

)
,

2 . 一 1 ) = l

这就完成了定理 1 中 ( 2) 的证明
。

o3
:

类似 o2 可证
,

这里从略
。

至此
,

定理 1
.

1 得证
。

aC se Z
:

q “ 厂 (尸> 3 为素数
, a ) 1或 P二 3

, 口 > 1) 情形
。

当 q一 P
“

时
,

G F (妇中满足 Z ( a) 一 1 的元素
a
的个数等于满足 Z ( a) - 一 1的个数

,

均

为
q 一 1

2

1
。 :

序列中 O

当 X ( g ( o
,

o ,

… o ) ) = o ,

即 g ( o
,

o
,

的个数为 叮
“ 一 `
一 z

,

而 夕
2孟

和 夕
2 ` + ’

…
,

0) ~ o 时序列叠关于 g ( x
, ,

几
,

…
,

几 ) 的前馈
「

。
奋 (

华 {的个数均为
,
。一 ` ,

于是
` ,

S = s ( T
。
) ~ (叮一

l
一 z ) J

。
+ 叮一

` ·

旦二二
2

·

d ;
十 q

, 一 ` .

旦一 1

2

因 。一

。 。
3 ,

。

则
宁 >1

·

(S
,

、 一 , , 有大于 1的因子
宁

·

于是
,

SL R g d0[
,

dl,

姚〕— 互钟控序列一定不能到达周期与线性复杂度最大值
,

即定理 2
.

2 中 ( 1) 成立
。

2
。 :

当 x `g `0
,

O
,

一的 ,一 `
,

, p存在 `

(
O簇`簇
宁 )

使得 g ` 0
,

“
,

一
。 ,一 “ 2̀

时
,

序列

嵘于 g `X l ,
X Z ,

一
,的前
韧

中 “ 的个
勃

r 一叫喊
`蕊
宁

,

`荆 )
的个
黝

, 一 ; ,

尸的个数为 。一
1
一 1

.

而 尸
` + `

f
。簇 ;簇旦共 {的个数为

。一
` .

\ ` /

故
s ( T

,
)

二

鱼二 2 )
2 ,

、

一
d

。
+ 。一

(
’ 一 1

2

一 1

)
d l

+ `。

一
` , d

l

+ q卜
` _

, _ 二 , 、 二 . _ , 一 1

}
J q + 1 二 .

q 二 1 二 l
一 w 一

1 2 “ 1
曰

, ~ 甘 l “ o
一 一气不一 “ z 刁 ee 一一石— “ 2 }

、

“
,

则 ( S
,

r 一 l) ~ 1 当且仅当
d0 一

守
dl 十

宁dz, 宁
二

一 i }= 1
.

即定理 2
.

2中 ( 2 )成立
。

3
0 :

当 X ( g ( o
,

o
,

…
,

o ) ) = 一 时
,

类似可计算

= ( q
月

一 1 ) d
:
十 g

月一 ’

当且仅当

d
。
+

宁
d

l
一

守叫
于是 ( S

,
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