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一类极小能控制与广义样条函数
’

张新建 方 遥

(系统工程与数学系 )

摘 耍 本文讨论由一般徽分方程确定的时不变线性系统的一类极小能控制问题
。

首

先
,

通过引入降阶逆向系统揭示 了原系统的输入与输出是由某个积分一 微分算子联系着的
,

并利用该算子建立了极小能控制与广义样条的联系
;
然后在对于翰出端的一类较广泛的约

束条件下
,

导出了其输出空间与文仁1 ]的输出空间具有类似的构造性质
,

从而建立了与文【1 ]

类似的投影公式与递推公式
。

关往词 降阶逆向系统
,

积分一微分算子
,

极小能控制
,

广义样条
,

递推公式

分类号 0 2 4 1
.

4

已有许多文献用样条理论的观点来考虑在输出端加有线性泛函约束的线性系统的极

小能控制问题 lj[
一
川

,

指出了如果所给系统是由极小能控制驱动的
,

则系统的输出就是满

足线性泛函约束的广义插值样条
,

并从这种对应关系出发在很一般的约束条件下得到求

极小能控制的简单公式
。

正如文 〔2 ]所指出的
,

在求解这种极小能控制时
,

样条理论方法

与经典的方法 ( H a m il ot n 一

Jac o ib 理论 ) 相比
,

在概念和计算上都带来了简化
。

对于由一 个微分算子确定的线性系统的极小能控制间题
,

笔者推广了文 [ 2〕的理论并

建立了实用的递推公式〔’ 〕。

本文考虑更一般的由两个微分算子确定的线性系统的极小能

控制问题
。

1 微分系统 的降阶逆向系统

设由微分方程确定的线性时不变系统为

L f ( t ) = M u ( z )
, t 任 仁O

,

1〕 ( l )

其中 : 一 D
·

+ 名
。 ,

口
,

材一习
` ,。 ,

(
c ,

井 。
,

m < , )
.

系统 ( l) 可写为状态变量形式

苗 一 A仍 十 bu

f 一 Z。
( 2 )

其中
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一

}
0

_

t一 “ 。

= ( 0
,

一
,

0
,

一 al
. , .

一 气一 l)

1 )
` ,

云 = ( c 。 , c l ,

一
,

`
,

O
,

…
,

0 )

设 Q 一 (若
` , A `矛` ,

…
,

( A
`

)
” 一 `矛`

)
,

之 ( t ) ~

f ( t ) =

用 x 一 Q田代入 (2 )
,

则可得

A x ( t ) + bu ( t )

c x ( t )
( 3 )

其中

c = l(
, O

,

… = ( 0
,

…
,

0 ,

瓦
,

…
,

b
。

)b气

b
。 + ,

儿 一 ” 之 ,

一 c 用一 少
一

0 )
,

瓦 -

习
a 一

, + ` b
· + ` ’

1镇 j 簇 m

由文 [ 5〕可求得系统 ( 3) 的降阶逆向系统为 m 阶系统
:

夕( t ) 一 通8 ( t ) + 户F ( t )

。 ( t ) 一 亡8 ( t ) + a f `。 , ( t )
( 4 )

其中
, . ’ · ,

b
,

)
’

, `

” ,

几 )
,

公
`
占)

,

f “ ’ , 二
’ ,

且 一 人
2
一 b ; ’

乱;

亡 - 一 公 le i
,

a 一 b :

尹
. ,

)
` , e ,

~ ( 1
,

0
,

…
,

0 )

A 如系统 ( 2 )
.

。

ù。札振

+lo
,

叶人f,
"

式人
汽一X夕
了

J
了
l卜lwe卜

一一一一一一一一一一
、

bs
八

BFA

不妨设 6( t。 )一。
,

则对应有
x ( t。 ) 一 ( f ( t 。 )

,

…
,

f `卜
` ,

( t。 )
, 0

,

…
,

o ) ( 5 )

这样
,

对于系统 ( 3) 的每一个输出 f
,

其相应的输人
u
可通过系统 (4 )而得到

。

系统 ( 4) 可写成
u 一 T f ( 6 )

其中 T 是从 H
“

到 尸「o
,

1〕的线性有界积分
一

微分算子
,

这里

H
`

一 f̀ “ ,
, ` 任 〔“

,

` ,
:

f (

一
存在

,

且
{;

,f
(一 }

2

< 一 }

2 极小能控制与广义样条

设 {几
,

}汽N ) n) 是 H
。

上一组线性无关的连续泛函
,

丈r ,

冲 是一组实数
。

记

U (r ) 一 汀 任 H
’ :

凡f ~ r , ,

1 ( j 镇 N }

现在我们希望在迫使输出 f 满足约束

凡f 一 rj
,

1镇 j 蕊 N

的条件下
,

得到系统 (4 )或 ( 6) 的极小能输入
u ’ ,

即

( 7 )

{
’

(二
·

)
2
一 m i。

{
’

(二 f )
2

J o f 〔 U ( r ) J O

定义 如果存在
: 任 U (r )

,

满足

( 8 )



u’

= T s (9 )

则称 、 为关于伏 r } t插值 {
r, }犷的广义样条函数

。

我们称为 L M
一

g 样条川
。

由此知
,

极小能控制
u ’

与 L M
一

g 样条是一对
“

输入
一

输出
” 。

由文 [ l 〕
、

[ 4〕知
,

上述 L M
一

g 样条
: 总是存在的

,

且
:
是唯一的充要条件为 {又

,

}竿在 T

的零空间 N ( T )上线性无关
。

以下我们假定该唯一性条件总是满足的
。

3 投影描述

以下我们限定 {又
,

}犷是一类所谓推广的 H er m i t e 一 iB kr h of f 泛函
,

其形式为

丫 一 艺称 f’*
一 “ ( t ,

)
,

1镇 j 镇 N ( 10 )

其中 。蕊 t ,

镇 tz簇…镇如毛 1
,

{艺
*

伪 已知实数
。

由 ( 3 )可知
,

对任意 f 任 H
,

有

f ( ,

卜
· , ( , ) X (。 ) +

丁;
· , (卜

· )。 U (· )d ·

( 1 1 )

其中价( t )一 e x p ( A t )
.

再记 厂,

= ( 7
, : ,

…
,

y
, 。 ,

o
,

…
,

o )
,

则由 ( 3 )
、

( 1 0 )和 ( 1 1 )知

凡f ` rj x (t
,

)

义,

f “ 尸 ,

笋(乙
,

) x ( o ) + 丁:
r

·

` ( `厂
· ,” · `· , d·

设由 a x ,

矩阵
、 胜̀

!
`卫.....J

厂 ,

必( t :
)

厂
。

笋( t 。

)

的前 a 列组成的
a x a 矩阵为 W

,

再设 乙 (
·

( 1 2 )

行 或 (
·

)为

八价( t 、

0
,

)是一个
a X n 矩阵

,

其第

一 t )
,

t 任 「o
, t 、」

其它

!
口记、

!

一一
、龟2

(t式

记 x 。
= (二

,
( o )

,

…
,
x

。

( o ) )
’ ,

夕一 住
I

f
,

…
,

几
。

f )
` ,

则由 ( 1 2 )有

, 一 W X 。
+

{:
` (· )” · (· ) J ·

一 W一 , 一 W一

丁{
△ (· )” U (· ) J ·

( 1 3 )

由文 [ 6」知 W 可逆
,

从而得

( 1 4 )

将 ( 14 )代入 ( 1 1 )

f ( r ) =

其中

且注意到 ( 5 )
,

有

客
( `

,

` )一 ( !

卜
一 ( : )

{:
△ (

·
, ”· `· , ` · +

又
· ` (

一
,” · (

·
,“ ·

z ` ( t ) ~ ( 2 1
( t )

,

…
, z 。

( t ) ) ~ e协( t )
W

一 l

( 1 5 )

设 g ( , 一 : ) 一
}“

“
一

)。
,

( U
,

t ) r

t < r



G ( t
, r ) 一 g ( t 一 r ) 一 z `

( t ) O ( r ) b

再注意到 ( 6 )
,

则 f (t )可写成

( 1 6 )

f ( : ) 一 习 (凡f ) z , ( t ) + 丁G (t
, r )〔T f ( r )〕d r

( 1 7 )

可以验证

二 z 、
一 。

,

、 z ,
一

}
`

,

( 0
,

一 j
,

井 j
,

1簇 i
,

j 镇 a ( 1 8 )

了G (
· , r ) = 占( r

一 )
,

又jG (
· , r ) ~ 0

,

1 ( j ( a

即 { z , }尝是 N ( T )的对偶于 {凡片的基底
,

G (
· , ·

)为 T 的 G r e e n 函数
。

由于 ( 1 7 )
、

( 1 8) 和 ( 1 9 )式成立
,

则完全类似于文 [ l] 可得到下述结论
:

结论 I H
。

中可引入下述内积与范数

( 1 9 )

<e ,

f ) ~ 习 (礼
e ) (凡f )

“ f “
’
一 习 (凡了)

,
十

+

丁;
( T · ,` T f ,

丁;
` T f ,

’

结论 Z H
`

具有再生核

K :̀ , · , 一

客
一 :̀ ,一`· , +

丁:
G` ,

,

` , G`一 ` , d`
( 2 0 )

设 {凡片在 H
`

中的表示为 { h , }犷
,

则

h ,
= z j ( 1 ( j ( a )

,

h ,
~ 凡K ( 1成 j 成 N )

结论 3 满足 ( 8 )
、

( 9 )的 L M
一

g 样条
`
是 U ( r )中任意元素在 S = S p a n {h , ,

l簇 j (

N }上的投影
。

由此可得
s ( t ) = h `

( t ) R 一 l r

其中

h `
= ( h l ,

…
, h 、 )

, r = (
r , ,

…
, r 万 )

`

R 一 ( <h , , h ,
) ) N 阶对称矩阵

结论 4 极小能控制
u `

是 了丫了( r) 中任意元素在 ( T S一
1上的投影 ; {凡G (

. ,
: ) }魏

1

是

( T S勺
一的一组基底

。

由此可得公式
u

一
g

`
( t )万

一 `
于 ( 2 1 )

其中

g ,
( t ) ~ (人+ I

G (
·

飞t )
,

…
,

标G (
· ,

t ) ) ( 2 2 )
口 口

拼
`
一 (

r . + ,
一 习

r ,
(人+ 、 z ,

)
,

…
, r 二 一 习二 ( ` z ,

) )
] . 1 了. 1

、 一

丁;
; “ ,

·

g “ ` ,

( 2 3 )

( 24 )

4 递推公式

类似于文 [ 1〕可导出下述递推公式
。

第一步
:

取 兀
`
一 z `

(1 ( i ( a)
,

计算



V a+1 .又
口 +1

孟
,

一 又
。 + 1

1 成 i 成 a

fo
、 ,

( t ) ` (
. ,

t )

一 「又
a + 1久叶

I k (
· , ·

) 一 习
v 釜

十 1
,
`

〕”
2

二

d粼
1

a 十 2
,

几,

石
, ,

〔凡+ , k (
· , t ) 一 习

v 。 + 1
.
`

兀
、
( , )口

++do、瓦

第二步
:

对 j - a + 3
,

…
,

N
,

循环递推计算

1镇 i 镇 a

V 万 一

大( t )

“ 阮林 .(
, ·

) 一 名。 *vj 〕
, 。 + 1 镇 ` 成 j 簇 j 一 1

一 ` , G (
· ,

, ) 一 习
v , ,

d : `

大( : )

d ,

一 [又
,几,

,

k (
· , ·

) 一 习
v
二〕

` / 2

石
,

( t )

第三步
:

取 矛
。

-

一 d ;
`

[凡k (
· , , ) 一 习

v , ,

再
`
( , )〕

r
(1 簇 i ( a)

,

对 j 一 a 十 1
, 口
十 2

,

…
,

N
,

递推地计算

矛
,

一 “ [
r ,

一 习vij 于
,

]

第四步
:

得 L M
一

g 样条 万
与极小能控制

u `

为

、 ( , ) ~ 名矛
,兀

,
( t )

u ’

( , ) 一 习 于
, J厂

`

大(才)

( 2 5 )

( 2 6 )
少~ e 十 1

上述递推式的主要优点是
:

( l) 在求得了 G er en 函数 G 与再生核 K 后
,

递推式 中没有微分
、

积分
、

矩阵求逆等

复杂运算
。

特别当约束泛函为赋值泛函时
,

递推式中只含简单的赋值运算
;

( 2) 当系统给定后
,

G 与 K 即被确定
。

因此
,

当约束条件增加 (即 N 增大 ) 时
,

无

需重新计算任何东西
,

只需继续递推
;

( 3 ) {于
,

}犷是独立计算的
,

有利于约束条件的更改与修正
;

(4 ) 实现了 u ’

与
: 同步递推

。

5 举 例

考虑系统

L f ( t ) = 叼“ ( t )
,

t 任 [ o
,

1 ]

其中 L 一 D
Z ,

M 一 D + 1
.

设 凡f 一 f ( t ,

)
,

J一 1
,

2
.

求 由 ( 8) 定义的极小能控制
u `

这里 a 一 1
,

N 一 2
.

由逆向系统 ( 4) 可知算子 T 为

T f ( , ) 一 f ( : ) 一

}:一
f (

·
) d ·

由 ( 15 )
、

( 1 6 )知 2 1
一 1 及

8 8



一{
再由 ( 2 2 )

、

( 2 3 )与 ( 2 4 )知

t 一 t l ,
t ) r , r

簇 t l

1 十 t 一 r ,
t ) r , r > t l

r 一 t l
一 1

,
t < r , r 《 t i

0
,

t < r , r > t l

( 2 7 )

{tz 一 lt,
g (̀ , 一 ` Z G `

’ , ` , 一
{
` + ` 2

一 `
,

t o
r

r 一 (
r :
一

r l
)

t 镇 t ,

t 、 < t 簇 t Z

t > t :

( 2 8 )

; ; _

l(
; , , _ 、 , .

1 。 ,

二
_ 、 。 _ ,

月 一 J尹
一 、 i 少“

“ 万 L以 一 ` ,
一 忿̀ )

`

一 1」+ ` l ( t :
一 忿1 )

`

于是由 ( 2 1) 得

H
一 `

( r :
一 r ,

) ( t :
一 t l

)
,

H
一 `

( r :
一 r ,

) ( 1 + t :
一 t )

,

( 2 9 )

O
,

t ( t l

t ,

< t ( t Z

t > t ,

f
!
J` 1.

se
.、

一一
、 .产通乙了̀、公

U

若用递推式求解
,

则需求出再生核
。

由 (2 0)
、

( 2 7 )可得再生核

K ( s ,
t ) 一 K ( r

, s )

(一
: 1

,

[
: `卜

。 1
) +

合
(` 一 , , (￡ + 卜

2 , 1
一 2 )

」
一

合〔
(
一

, !
一 , ,

3

+ `〕 + `
,

` < ` 簇 ` 1

(一
, 1

, ` , 一 : l )

〔
, +

告
( , 1

+ 2 一 , ,

」
+ 1

,
, 、 , 1

< 5

“ 一 ` 1
,

〔
` 1`
一

` 1
, + “ + , , “ + · , 一

音
:̀ + , 1

) ( , + ` + 2 )

〕
+
告

( , 3
一 “ , + `

,
` 1

<
` < 5

…;
一一

再由递推式依次求得

h z
一 2 1

= 1
, v Z i

九 ( t ) = 凡G (
· ,

t )

d ; 二 又: 久Z k 一 1 -

= 又2

孟
;

= z

= g ( t ) (见 ( 2 8 ) 式 )

1 尸
, _ . 、 · ,

令 L ( 1 + t :
一 t l

)
3
一 I J + t l

( t ,

一 t
飞

)
卫

3 `
、 ` ’ 一 ` 一 工

“
习

”
盈 、 “ “ ’ 1 /

r :
~ d牙

`
(几

于是由 ( 2 6 )式即可得
u ` ,

一
r l

)

结果与 (2 9) 式一样
。
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t h e f o r m u l a s a n d t h e r e e u r s i v e a l g o r i t h m
, s i m i l a r t o t h o s e i n 〔1〕
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f o r t h e o p t i m a l e o n t r o l s

a n d t h e g e n e r a l i z e d s p l i n e s a r e o b t a i n e d
.

K e y w o r d s r e d u e e d
一 o r d e r i n v e r s e ,

i n t e g r o 一

d i f f e r e n t ia l o p e r a t o r s , n l i n i m u m
一 e n e r g y

e o n t r o l
s ,

g e n e r a l i z e d s
p l i n e s , r e e u r s iv e a l g o r i t h m
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