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摘 要 本文建立 了运算量级 为 O〔利
。 9

2、 , ) 的多项式快速除法 (其中
,

m
, n
分别为

除式与被除式的多项式次数 )
,

把点数
n

一

干 l 为 2 的幂次的多项式快速插值推广到
, , 一 1 为任

意数情形
,

提出了运算量级为 O (
, , 109 姜

、 ) 的快速插值算法
。

关键词 快速算法
,

F F T
,

多项式插值
,

快速多项式除法

分类号 〔) 2 4 1
.

3

多项式插值是数值分析中一个很基本的问题
,

其应用范围非常广泛
。

用拉格朗 日公

式进行插值是最占老也是最典型的算法
。

直接计算
n
+ 1 点的拉格朗 日公式

,

运算量级为

0 (n
2
)

·

1 9 7 3 年
,

H
.

T
.

K u n g 对
、
一 2

`

一 1 的情形提出了运算量级为 O (
。 10 9 1

。
)的快速插

值算法
.

文献 [ 2口利用模多项式运算对
n
一 2

`

一 1 的情形得到同一量级的快速算法
.

由于 2
,

是一个高度复合数
,

规模为 2
`

的科学计算问题常常可采用递推减半技术化为

两 个规模为 2
` 一 ’

的同一类问题来计算
,

一直递推下去便可得到快速算法
,

当
n

为任意自然

数时
,

有时可采用补零增广技术转化为规模 2
`

来计算
,

如多项式乘积
、

离散卷积及矩阵

乘法等
,

具体方法可参见文献仁3口
、

[ 4 ]
,

但对任意点多项式插值问题
,

补零增广方法不再

有效
.

本文首先研究了一般多项式的快速除法
,

利用多项式快速除法以及对已有的快速

多项式插值进行 改进得到 了任意
n + 1 点多项式插值 的快速 算法

,

运算 量级为 O ( 、

l o g l
n
)

.

1 多项式的快速除法

考虑多项式

尸 ( x ) 一 气了 + 心
_ , x

” 一 `
十 … 十 a , x 十 a0

Q ( x ) 一 纵 x m
+ 戈 _ : x 朋 一 `

十 … + 瓦x 十 b0

尸 ( J )被 Q (工 )所除的商 、 `￡ ,记为 、 (工 ,一

[揣〕
,

余式 “ `工 )一尸 `文 ,一 Q (工 ) 、 (定 )
·

其中
,

O成 de g R x( ) < m
.

当 m 一 2t 一 1
, n 一 Zm 时

,

用文献 [ 5」中三角 T oe p h tz 矩阵求逆的快速算法或用文献
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川
,。。 速多项式乘法在 。 (

·
,09

2·
)

啊
步内可求出〔晶〕

,

当 II, m 为公
” 2

的任意

数时
,

文献皿口提供 了运算量级为 )̀ ( ,il go lm )的求 (t]
一。

)
、

R (动的快速算法
。

下面我们建立
n ,

川 为任意数时求 创
、

户运算量级为 ` ) ( ,lI 09
2朋 )的快速算法

。

首先考

虑
, , , 一 2 一 l

算法 1

一
: ” 了时〔菇、〕的

`
一

卜算

。 十算〔赤〕
·

记为 “ 二`p ( Q ( / ) )
·

其中 阴一 2
`

一 1
·

( 1 )设 。 、 。 ,

R一 p 〔乙 〕一

瓷
·

( 三以寸刁
几

_

, ~ 1 至IJ t递推地作
:

守 1 (
、

刃 ) 一 R e e i P 甲 友厂
一 2

` . . J

厂 ( 刃 ) 一 Zq , ,

(工 )买
` 3 “ , 2

’ 一 “
一 ( 、

飞, ( ;
、

) ) “ : 乙
a 、 ,

)

尸 r (工 ) ]

州对 一 七乒不」
一 R e e p̀

}艺 b 二
,

}

( 3 ) R o c l p ( Q ( 二
、

) ) 一宁
,

( 二 )

算法 1
.

1 的正确性可参见文献巨2二
,

上述算法中
, 一 个 2

犷

一 1 点的 R ce i p ( Q ` 、 )) 计算

化为
一

个 2“ 一 1 点的 R e c l
p ( Q

l
( 、 ) ) 一 ltI (二 )的计算以及多项式乘法来进行

,

因此若 用

F F T 快速计算多项式乘法
,

算法 1
.

1 的运算量为 O ( 。 lgo
Zm )

.

当
, z ,

阴 为 一般值时
,

为简单计
.

这里只考虑 m >
n

> Zm 的情形
, n

为其它情况时
.

做法

类似 无妨设
, n

不是 2 的幂
,

则有自然数 t 使 2
` 一 `

< m < 2
` ,

取 m ,
一 2

`

一 。 一 1
.

我们通过 卜

面的定理来计算「些业只
匕Q (二 ) 习

定理 1
.

1 设 d eg Q行 ) 一 m
,

d eg 尸 (
.

幼 一
, , ,

、 、 , t 的意义如前所述
.

则

尸 (了 )

Q 〔二 )

「
; ) , 、

贻
`一 ` 一 2

一 训

匕 沈 `
」

设 P (
.

川 一 Q
尸

又J
·

) }
(
` ~

尸 ( J )

Q ( 二 ) ]
千 R l ( / )

·

O 毛 d e g R : ( 二 ) < m

叭 ~ Q ( 二 ) o 毛 d e g R :
( 二 ) < n ,

、 .产

X`R+

ǐ |

lwe
习

P (
`

T
)

韶 分 l _
`

2 一

` Q (了 ) 习

〔蕊泞
:

」
+
(zR

买 )
,

一 二 2

一
。

}
尸 (历 )

[` Q ( x )

了创一
1 一 2一 ,

O 气 d e g R 3
(二 ) < m

厂是

I
,

( 二 )

Q又二 )

尸 ( j )

艾
-

艺

一
/ Q ( 二 ) ) 尸 (了 ,

{「共车 l磷
山 气交 L工 少 曰

尺
,

( j )

十 万布下一戈
-

叼气丁 )

_ _

了一
l

卜 了厂 卜卜



R l
( x )

,

r P ( x ) 门
.

不不-一犷 月
一

l 芬寸丁一
.

烈寻 {-
呀火工少 L娜气工夕 J

.

R , 记x ) + P ( x ) R
,

( 二 ) / Q ( x )
十 一一一万万百二万

一

一
-一

整理得

厂: ( x ) :

「
尸 ( x )「续牟户 )

一

」
{ ) 寸丁一芍 }一 l ` 呵 、 X 少 J I -
` 呀
明

口

L
se
一二声不干一

.

」

尺 3
( x ) Q ( x ) + 尺 2

(二 )尸 ( x ) 一 尺 ,
( x )了

“ `带 ` 一 2

一
,

Q (对 x尹
’ 一 , 一称

上式左边是一个整多项式
。

由于

d e g R 3
( x ) Q ( x ) ( Zm < m 十 2

` + ’
一 2 一 m

l

d e g R Z
( x ) P ( x ) < m + n < m + Zm = m 十 ( Zm + m

l
) 一 m l

< m + 2 ( n + m
l
) 一 m

l

一 m + 2
`+ `
一 2 一 m

,

d e g 尺 1
( x ) x

,`+ ’ 一 ,

一
,

< m + 2
`十 `
一 2 一 爪

1

上面三个不等式表明等式右端分子多项式的次数小于分母多项式的次数
,

这只能是

尺 ,
( x ) Q ( x ) + 尺:

( x )尸 ( x ) 一 尺 ,
( x ) x

, `去 ’ 一
卜

· ,

= o

即有

「刃返三2
LQ ( x )

。
, 、

「x Z`一 ’ 一
卜

,

门
厂 、 X 少 l

—
l

L Q ( x ) 目 (证毕 )

ǐ l

l
aeseseerJ

x Zt
. . . . . . . . . . . . . . . .

内 t`

一

厂!!l̀leeseL

一一

ǐ !lee曰

.

~
、 . _ _

~ ~ _
_ _ 训

、 , 、
_

~ 一
,

厂尸 ( x ) 〕
二 ,

~
、 、 _ , _

_
田异活 1

.

1 勺足理 1
.

艺
,

灭 1IJ 得羊引 声汗二丈 }的异活如 卜
。

` 、绍 又比 / J

算法 1
.

2 计算〔
尸 ( x )

Q ( x )」
,

其中 m < n < Zm
·

Xql一一

ǐ l
`
J eewe

( 1 , 用算法 ,
.

1求

「
x Z, + 1 一 2

x , I

Q ( x )

(2 ) 快速计算多项式乘积 S ( x )一 q l

x( )尸 ( x )

( 3 ) 截断得
[器」

一

[声畏 ;
]

上述算法中
,

第一步用算法 1
.

1求 q
,
( x)

,

运算量为 O (们 og
Z

n)
,

第二步用 F F T 计算

多项式乘积 S x( )
,

运算量为 O (n lo gz n)
,

第三步的截断只需作简单的移位操作
,

不需运

算量
,

故算法 1
.

2 总的运算量为 0 (n 10 9
2 , .)

算法 1
.

2 是文献〔1〕
、

〔2〕中算法的推广
。 n ,

m 为一 般自然数时
,

比文献〔4〕中算法要

低一个数量级
。

2 任意点多项式插值的快速算法

已知点对 ( x
` ,

y
`
)

,

i一 0
,

1
,

2
, ·

… , ,

其中 x `
i( = 。

,

1
,

…
,

动互不相等
。

所谓多项式插值

就是求满足 P ( x
`
) ~ y ` ,

i ~ o
,

1
,

…
, n
的

n
次多项式 P ( x )

.

当 n 十 1 为 2 的幕时
,

文献 〔幻
、

〔4」中已给出了 O (n 10 9呈n) 的快速算法
,

因此本文只讨论
, + 1 不为 2 的幂的情况

。

并假定
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`
<

n
+1< 2

`

( t=〔 10 9
:

(
n

+l )」 +1 )
.

任取 x科 1,
x

, 十 : ,

…
,

x Z, 一 1

互不相同且均异于 二 。
,

1
,

2
,

…
, n

.

作多项式 g ( x )

艺 t 一 l

一 lT ( 二一 , )
.

创 二 )可按如下的 “ T ”

格式计算
:

n 个
产一一一一人一一一一

( 1 ) 了一 X
口 + I X 一 X

凡 + 2

\ /

②

(工一 j
。十 1

) ( x 一了
二 卜 :

)

X 一 X
旅 + 3 X一 X

月 十 4

… X 一 X Zt一 1

\ /

②

( x 一了
” _ 3

) ( x 一 x
。 + ;

)

… 1 1

\ /

②

且 x( 一 x 时
,

) …
X一X

、

n同

、 .产
19égd

Z̀2.、

2J I 岁

11 (二一二
” + ) 11 ( 二一二一

~ 飞 , 一创
一

1+ 1

Z t 一 z 一 ,

n (二 一 二
: + ,

) 一 g x( )

召一 l

用上述的
“ T ”

格式计算 g ( x )需 t 步才能完成
,

每步作一些多项式乘积
,

每个多项式

乘积可用两个正 F F T 与一个逆 F F T 来计算
,

类似于文献 [ 3〕中方法可推得计算 g x( )总

的运算量为 O (
。

10 9 ;
,
)

.

设

Xd

·

艺间
Zr一 1 一 月

g ( x ) 一 习 峨、 一

其中
,

姚
, 一 。

门 一碗
, 一 , + 2

一
·

一
d

,

~ 0
.

用文献「4〕中方法作多项式快速求值得到 g (x
`
) 一

。 、 ,

i 一 O
,

1
,

2
,

…
, 。 ·

所需运算量为 O (n lo g ln)
.

由
c 、 以及文献 [ 4」中得到的 2 的幂次时多项式

快 速插值算法
,

求通过 点对 ( x 。 , c o y 。 )
,

( x
l , e l y ,

)
,

…
,

( x
。 , 。 二 y

”

)
,

( x
, + 1 ,

o )
,

…
,

(二
2 一 1 ,

0) 的插值多项式 f x( )
.

求 f( x) 的运算量为 O (tz
·

2t ) 一 O (n 10 9呈n)
.

由于
n

< i (

2
`

一 1 时 f (二 )一 。
.

故

由上式知

2公一 z

f ( 二 ) 一 ( 且 (二 一 x
`

) ) p ( x ) 一 g ( x ) p ( x )

言 = 月+ l

厂f ( x ) 门
P 气汪 少 一 { 丁丁甲下 }

L g 气工 少二

由算法 1
.

2 求 p x( )所需的运算量为 O (n log
Z

n)
.

注意到 。簇 i簇 n 时 P ( x
、
) 一 f ( x

`
) / g x(

,

)

一 。召 c/ 一 y
, .

故 p x( )是通过点对 x(
, ,

y
.

) (0 成 i簇 n) 的 n 次多项式
,

由插值多项式的唯一

性知 P ( x )为所求的插值多项式
。

综上所述
,

任意点多项式的快速插值可描述为如下算法
。

算法 2
.

1 (任意点的快速多项式插值 )

设 2
`一 `

(
,
十 1 < 2

` ,

求通过点 ( x
、 ,

y
,

)( i 一 。
,

1
,

2
,

…
,

n) 的插值多项式 P ( x)
.

( 1) 若 n + 1 为 2 的幂
,

采用文献「4 ]中方法求 P ( x )
.

否则转到 2
,

9 4



2( ) 任取互不相同的 x `

n( 十 1 ( i簇 2t 一 l) 异于 为 (0 ( j ( n)
,

用
“ T ”

格式快速计算

g ( x ) =

(3 ) 按文献仁4〕中方法快速求多项式

扩一 1

IT ( x 一 x 、
)

g ( x
`
) 一 c ` ,

i

( 4 ) 对于 0簇 i成
n ,

计算
u `
一 “ y ` .

g ( x )的值

~ 0
,

1
,

2
,

…
, n

.

( 5 ) 采用文献 [ 4〕中方法计算通过点 ( x
, , u `

)
,

( o簇 i成 , )
,

( x
` ,

o ) ( n + 1镇 i镇 2`一 z )

的擂值多项式 f ( x)
.

(6 ) 按算法 1
.

2作快速多项式除法

「f ( x ) 〕
P 、 x 少 一 } 二下二艾 l

` 名 、 蕊 产 J

则 P ( x )为所求擂值多项式
。

根 据上面的分析知
,

对于
n 十 1 为任意数情形

,

算法 2
.

1 提供了运算量级为 O ( ,

10 9若n) 的快速多项式插值算法
。
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