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关于二人零和对策混合鞍点的一个新的理论和算法
’

马 绪 荣
( 系统工程与数学系 )

摘 要 本文提 出了向量优超虹 畏念
,

给出了二 人零和对策等价的定义
,

得到了二人零

和 对策等价的两个充要条件及三个充分条件并应用本文的理论
,

给出了二人零和对策混合

鞍点的一个新算法
。

关性词 对策
,

混合鞍点
,

优超
,

等价对策
,

混合策略

分类号 〔} 2艺5

介绍与引理

定义 1
二

1 设 x 一 {
J

一

!二一 .(r
1 ,

x
` ,

…
,
x .

)
,

云
x `
一 1

,

二 ) 。 }
,

Y 二 :

口 夕一 勺
,

·

的混合策略集
。

、 “ , 二
, 一

y
,

,

艺
y

,

一 1
,

筑 ) 。 }
,

则称 x
,

Y 分别是对策 A 中局中人 1 和 !

若有混合策略对行
’ ,
夕 )使得对于任意 x 任 X 和任意 y 任 Y 都有

x A y
’

蕊 x
’

A y
’

簇 z
’

A y

则称 (
`

: ’ ,

少
’

) 是对策 八 的一 个最优混合策略
.

x
`

勿
’

称为 A 的一个混合鞍点
。

引理 1 .1 设 A 是一 个 m 丫 n 矩阵
, v 、

夕
、

子分别是线性规划

{A y 镇 1
r l l a x 又y :

一 y Z
十

. ` .

十 y
,

)
, s

.

t悦
Ly `
多 伙

及其对偶规划的最优值和最优解
,

则 x
彻 是 A 的混合鞍点的充要条件是

:

。 一 二 A y
,
x 一 生子 1 _

万 y

一般上求对策的混合鞍点就是求对应线性规划的最优值
。

然而
,

由于对策论的特殊

性
,

采用线性规划法效率就可能很低
。

因此有必要对此进行改进
。

本文在这方面做了一

些尝试
。

2 主 要结 果

定义 2
.

, 没 压
、

君 是两个对策
.

( 二
,
y )

、

u(
` , : )分别是 A

、

B 的最优混合策略
,

如果
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x A y一 u B v

则称对策 A 与对策 B 是等价的
,

简记为 A ~ .B

上面定义的等价关系具有下列性质
。

( 1 ) A ~ B
.

( 2 ) 若 A ~ B
,

则 B ~ A
.

( s ) 若 A ~ B
,

B ~ C
,

则 A ~ C
.

定义 2
.

2 设 B 是 A 的子矩阵
,

A护 B
,

若 A ~ B
,

则称 A 是可约的
。

定理 2
.

1 对策 A 是可约的充要条件是存在 A 的一个最优策略对 (x
,

y )使得
:

或 n
y , 二 0

( 1 )0一一Xn间

证明 必要性
。

假设 B 是 A 的一个子矩阵且 A ~ B ( A并 B )
.

不妨设

I B C }

D E

又设 (u
,

v) 是 B 的一个最优混合策略对考虑 x 二 (x
, ,

x Z ,

…
,

x沪
, y 二 ( y l ,

y : ,

…
, y

。

) r ,

其

中

!
。 ` ,

`簇 耐
. , . _ _ 、

{
v , ,

j ( 万二
x `
一飞

。
,

其余
.

叹’ 一 ` ’ ` ” “ ’

m, ” 一 飞
。

,

其余
.

` , 一 `
, ` ,

”
” ,

·

m
’ 、

万分别是 B 的行数和列数
,

于是
,

/ B C } / v )
x A y 一 ` u “ ,

}
D :

八
。
)
一 “ B ,

从而由等价的定义知 x(
,

夕 )是 A 的一个最优混合策略对
,

显然 x 和 y 中至少有一个满足

( 1 )式
。

充分性显然
。

定义 2
.

3 设
a = ( a 、 , a Z ,

…
, a .

)
,

夕= (夕
, ,

夕
2 ,

…
,

风 )如果
a `

) 夕
, ,

i = 1
,

2 ,

…
, n

·

则称向量
a
优超于向量 月

,

记为
口 ) 尽

定理 2
.

2 设 A 一 ( B C )
,

其中 B 是 , x 汀矩阵
,

记 E -

{
a 一a 一 a , , a : ,

…
, a 。 ,

)
T ,

习
a `
一 l

, a `
) o , `一 1

,

2
,

…
, ,

’

}
,

y 是 C 的任一列向量
,

如果存在!

百昌 1

a 任 E 使得

y ) B 口

则 A ~ B
.

证明 考虑下列线性规划

v l
二 m in ( x l

+ x :
十 … + x ,

)

I ) s
,

t

x A ) e ,

毛 ) O
,

i ~

v :
二 m i n ( x ,

+ x :
+

l ,

2
,

一
,

从
.

… + x .
)

1 ) 5
.

t

x B ) e ,

x i ) O
,

i ~ 1
,

2
,

一
,

琳
.



其中 ` 一 ( 1
,

1
,

…

设 x 是 I )

、 .产、 .产
八̀八j了、

护了、

,

1 )
, 丫 。 .

的可行解
,

则 x 必是 I ) 的可行解
,

于是知
:

v l

) v Z

又设 二
`

是 l ) 的可行解
,

则 x
’

B 妻
e

.

于是对于任意向量
a 任 E 都有

x
“

B a ) 1

又设 y 是 C 的任一列向量
,

则由定理条件知存在 尹任 E 使得
: y ) B 尽

从而 x
’

y ) x
`

B夕) 1
.

于是 x
’

也是 I ) 的可行解
,

因而又有

v :

) v l

由 ( 2 )和 ( 4 )知 v l
二 v 2

.

故 A 一 B
·

( 4 )

定理 2
.

3

) 0
,

i = 1
,

2
,

则 A 一 B
.

B 是 m
`

又 n 矩阵
,

记 E = { a la = ( a l , a Z ,

…
a ,

,

)
,

艺
。 ,

= 1
, a ,

…
, 刀王

,

y 是 C 的任一行向量
,

如果存在
a 任 E 使得

: y镇 a B

证明方法与定理 2
.

2 的证明方法类似
,

此略
。

定理 2
.

4 设

} B C
A 一 }

_

( D 艺

B 是 m ,
x n ,

矩阵
,

记 F = {
a

{
a = ( a l , a Z ,

…
, a ,

,

) 习
。 :

一 1
, 。 `

) 。
,

,一 l
,

2
, .

… m
G 一 {月

}月= (月
, ,

月
: ,

…
,

月
,

J

)
r ,

S
,

都有 口任 G
,

使得

名月
,一 1

,

风) o
,

j一 1
,

2
,

…
, n `

.

如果 i( ) 对于 C 中任一列向量

S ) B尽

( 11 )

证明

对于 D 中任一行向量 T
,

都有
a
任 F

,

使得 T 镇 a B
.

则 A ~ .B

由定理 2
.

2及定理 2
.

3 知

_ { B )

方 ~ A l
= ( B C ) ; B ~ A

,

= 1 !
\ C /

为证

其中

A 一 B
,

考虑下列线性规划

vl 一 m ax ( y l
+ y :

+ 一 十 y
,

)

{A y 簇 。

1 ) S
。

t长

}y ) o
,

i = 1
,

2
,

…
, n

.

叭 一 m ax ( y ,
+ y :

+ … + y
,

)

! ) 5
.

。

J
A , : 镇 。

}夕
*

) O
,

i = 1
,

2
,

…
, n

.

v 3
一 m in ( x ,

+ x :
+ 一 + x 。

)

x A :

镇 le

之
,

) 0
,

i 一

。一 ( 1
,

1
,

…
,

1 )不
丫 , , e l

= ( 1
,

1
,

…
,

由于 I ) 的可行解都是 I ) 的可行解
,

故

l
,

2
,

…
,

m
.

1 )
l x ,

lr之

l
十L

.S
、 .产

班



、 .尹、了色口口ōb了
、了.、v l

( 热

考虑 I )的对偶规划及 l )同理可得

v l

)巧

又由等价关系的性质 3知

V Z
一 v 3

故 由 ( 5 )
、

( 6 )及 ( 7 )知

V l
二 v Z

一 v 3

于是 A ~ B
.

推论 2
.

1设

( 7 )

E CBD

一一
A

如果
:

( i )对 CI

( 11)对 D

则 A ~ B
.

推论 2
.

2

的任一列向量
a ,

都有 B 中某一列向量 夕使得
Q
) 尽

中任一行向量 S
,

都有 B 中某一列向量 T 使得 T ) S
,

CEBD

一一
A

且 B 满足定理 2
.

4 的条件
,

又设 a 、 · , ·

是 A 中第 i
`

行的最小元 i(
’

镇 m
`

)
,

彻是 A 中第 l 列

的最大元 l( 镇衬 ) ( B 是 耐 x 衬矩阵 )
,

则必存在 h蕊 ” ` ,

g ( 耐使得
:

a f . J .

= a , ’ 无 , a 奋之
~ a 砂

·

证明 不妨设对于任意 j 都有
a ; ’ ,

> a 、 · J · ,

j 提 n `
.

考虑向量 iC一 a(
; ,

. , a Z j . ,

…
, a .

,
, . ) T ,

由定理 2
.

4 的条件知
,

存在 夕任 G 使得

C
, ·

) B口

a `, ·

) 习民
a 、 ,

从而

矛盾
。

同理可证另一个
。

定理 2
.

5 设

a ` · , ·

) 习尹
, a ` · ,

> a ` ·

广 习风 一 a ` ,

广

B C {

( D E }

x(
. ,

y
’

)是 B 的最优策略对
, v 一 x

’

场
` ,

则 A ~ B 的充要条件是

i( ) 对于 D 中任一行向量
a ,

都有 ay
’

毛 v ;

ii( ) 对于 C 中任一列向量 夕
,

都有 x
’

夕) .v

证明 必要性
。

令 : 一 (二
· ,

。 )
,

, 一
{” }

.

由于 A一。
,

因此 ( , ,

, )是 , 的一个最优

\ 0 1



策略对
,

于是由最优策略的性质

二A夕毛 王月夕蕊 室月 y

知
,

对 a 对应于 A 的行向量 a `
= ( a a ;

)有
、

{ y
`

)
v 多 a

`

夕 “ ( a a E
) 1 1 = 口夕

-

气0 尹

同理可证
。簇 x

’

尽

充分性
。

设 (了
,

了 )是 A 的最优策略
, v ,

一了彻
`

则

x A少 镇 v l

( xl A劣 u B y
’

簇 v ( x
’

B y

从而

y
`

一 xl B y
’

十 燕 D y
`

BD子

lee
.

. .

动是功"于
,

燕
X

了气

一一y

BD

X一一
二 { y

刃 ,

气 丫 A }
\ 0

一 乞 x 、 ,

不 〔 几

则
兴

或是 B 的可行解
,

1 —
了

一 _ 、

1 。

vl 气 L l 一 r)
.

下一一 , 二x l乃 y 十
J — 了

镇 ( 1 一 r ) v 十
r y ~ v

又因

_ _
{y i )

_
.

_

” :

异 x(
’

0) A y 一 x
’

(万 C划 }~ x
’

万 ly 十 x
’

C关
t y Z j

一 二
`

”

六
·

(` 一 )r

+x
’

以到
1
一

v)r
+ vr 一 。

其中 r 一 万 yj
·

为仑 为

于是有
: ) ,
一 v

故 A一 B

利用等价关系及本节的结论
,

求对策的混合鞍点就转化为求它的等价对策的混合鞍

点
,

这在实际应用中将会缩小运算规模
,

提高运算速度具有重要的应用价值
。

3 算法

本算法由两部分组成
,

算法 I 利用优超关系简化矩阵
,

算法 l 利用算法 I 和等价关

系及其结论求等价矩阵的混合鞍点
,

进而写出原对策的最优解
,

为了叙述方面
,

引入下

列记号
。

设原对策为 A 二 a(
, , )

. / 二

用 A `

表示 A 的第 i 个行向量
;用 A

·

J 表示 A 的第 j 个列向

量
。

算法 I :

, 、 、

, 1 又 ,

气 1 ) 工已口
,

- 一 ` 山 叹 ` ,

” 王 走一 1

_ :
全

。 , , ,

月 奋= l
夕
二 + ,

_ 1 甲
一— `

.
J “ ,

n . 吕 l

,

A
.

( , + 1 ) = (声
, ,

热
,

…
,

风 )
丁 ,

A 。。 + , ,
.

一 ( a l , a Z ,

…
,

气 )
,

k =

( 2 ) 若 k = m + 1转 5
.

( 3 ) 若 h > m + 1
,

k~ k + 1
,

( 4) 若 风< 风 且 A ,
.

( A ;
. ,

1 0 0

h 一 1
,

转 .2

则在 A 中删去第 k 行
,

令 l ~ l十 l
,

k一 k十 l
,

h 一 l
,

并



在 A
. 。十 1

中删去第 k个分量
,

转 2 ; 否则
,

令 h~ h + 1
,

转 .3

( 5 ) 令 m ~ m
一

l
, a ` ~ 生名

。 ,` ,

争兀 盛= 1

口 ” + i
二主习

” 2 盛= 1
口

, ,

A ( , + 1〕

一 ( a l , a : ,

…
, a 。

)
,

k ~ 1
,

h ~ 1
,

拍
、

井喃

“ 二 O
。

( 6 ) 若 k ~ n + 1 转 9
.

( 7 ) 若 人> n
+ l

,

令 差~ k + i
,

入一 1
,

转 6
.

( 8) 若 兔> 。 *

且 A
.

,

) A
.

, ,

则在 A 中删去第 k 列
, u

~
u + 1

,

k~ k + 1
,

h 一 1
,

A ( ,
+l ,

.

中删去第 k 个分量
,

转 6 ; 否则
,

令 h ~ h + 1
,

转 .7

( 9 ) 若 ,一 。 且 。 一 。
,

停止
;
若

· > 。
,

令 ·
-

一
风一
告买

一 , ,

,

一告买一
A

= (月
, ,

几
,

…
,

凡 )
T ,

k 一 1
,

h ~ 1
,

l = o
,

转 2 ; 否则
,

风+ ,

一 O ,

转 .2

算法 l :

(1 ) 利用算法 I 简化矩阵 A
,

设所得矩阵为 A ,
.

1 甲
- 一 ` 山 久

, 左 ~ 1 , n ~ 1
,

n i ~ l

( 2 ) 求m a x m i n a 。 二 a o
.

( 3) 在 内
*

所在位置上划
“

丫
” ,

求第 h 列的最大元 al * ,

若 al̂ 处 已有标记
“
甲

” ,

转 .5

( 4) 在 al *

所在位置上划
“

丫
” ,

求第 l 行的最小元 al 户 ,

若 al 户

处已有标记
“
丫

” ,

转 5 ,

否则
,

令 k一 l
,

h~ p
,

转 .3

( 5) 将标
“
丫

”

的行和列交叉处构成的矩阵记为
.

B I
.

(6 ) 对 B ,

施行算法 I
,

设所得矩阵为 B Z ,

若 B l
一 B Z ,

转 7 ; 否则
,

转 .2

( 7) 求 B ,

的最优策略 ( x
,
y )和最优值 .v

飞卜J是f B I
C

( 8 。 仗 A l
一

{
D E

分量为 1 的 m
`

维行向量
,

n’

,

若 i )场簇
v e 、
且 11) x ` ) v e Z , 召 1

是分量为 i 的 n `

维列量
, e Z

是

D 的行数
,

m
,

是 C 的列数
,

停止
;否则

,

将不满足条件 t’) 的所

有行和不满足条件 iz’) 的所有列加到 B , ,

得到新的矩阵 B 2
.

(9 )对 B :

施行算法 I
,

设所得矩阵为 B l ,

转 7
.

4 实际应用

设有对策
八jo自

一0011
0 一 3

1 3

一 3

一 2

A 一 11 一 2 1

0 0 一 4

t 3 一 2

由算法 I 的 1一 4 知
:

第 1行可删去
,

一 1

一 1

又由 5一 9 知
,

第一列可删去
,

于是

A ~ A 通
-

一 2 2 0

1 1 0

一 1

一 1

一 4

一 2

乙乃乙乃

3一。一

1 0 1



又由算法 I的 2 一 5 有

{ 3 一 2 )
召1

~ } l
( 一 2 1 /

{立 }
:

~
、 . _, ` _ 、 , _ 、

~ 。 一 。 , 、 ~
、 ,

{ 3 5 、 } 8 1 。 、 * 、 1
田异活 皿附 L b )

~ L l 少翔 刀 1

阴敢仇解刀 x 一 }了
,

了 卜 y 二 }
_

l
,

取优但刀
v - 一万

·

}三 }
〔 8 ]

由算法 8
,

由于

D y ~
0

一 2

}立 1 阵 鱼 1 {_ 生1
一 1 1 1 8 1 ! 8 1 1 8 1

! } 1一 } }叹 ! !
一

1/ }立 ! }一 丝 } !一 生 !
t 8 J L s j ( s j

X C 二
立

.

三 {
8

`

8 }

2 0

1 0

了1 1 _
) ~ f 1 1 )

一 (了
, 口

)声 ( 一 百
’

一 百 )
`

。
,

普
,

备
, O

,

0

一一
ùy0

八口
5一s3一s

0一一
ùX为解优最策的对故原

对此对策
,

若采用线性规划法则需要求解线性方程组
,

而采用算法 万则简单得多
,

且

易于在计算机上实现
。
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