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摘 要 本文把长为 N 一N
盖
N

:
( N :

为奇数 ) 的离散 H
ar t l

e y 变换 ( D ) H T分解成 N
l

个

长 N :

的 D H T及一些附加运算
,

附加运算也可以变成 N :
个长 N l

的 D H T
.

由此得到计算它

的一种 M IM D 并行算法
,

若用 N
,

台处理机并行计算
,

只需 M (N
Z ) + 粤十冬N

Z一 : 个乘
” , ` , 人“ “ ~

产 ’ ` “

升
’ “ ’

叼
尹 ’切 ` ’ 工 曰 ~ ~

“ “ /

”
J r ’

一
’ / 、 ’ 川 ` ~ 一

’ ` ’

2
`

2
一

’ `

法步和 , (N
Z ) 十

警
+

备
N

Z一 ` 个力。法步
,

这里 M ( N
Z
) 和 ` (N

Z
, 分另。表示计算一个长

N
Z

的 D H T 所需的乘法数及加法数
。

并行机的有效利用率接近于 l
,

关位词 离散 H ar it ey 变换 ( D H T )
,

并行算法
,

快速算法

分类号 0 1 5 8

1 引 言

H ar lt e y 变换是实数域中定义的一种离散变换
,

它和 D F T 等离散变换一样
,

也可用

于计算离散卷积
,

且计算速度比用 D F T 更快
。

自从 H ar d ey 变换提出以来
,

对其快速算

法的研究已取得了很大进展 〔2一 ’ 〕 ,

其运算量比利用 D F T 计算已有很大减少
。

随着大规模

集成电路的发展
,

并行处理是计算机发展的主流
,

因而研究 D H T 的并行算法很有必要
。

由于已有的快速算法一般是针对串行计算机设计的
,

对并行机不一定有效
,

应该针对并

行机的特点设计新算法
。

到 目前为止
,

对 D H T 的并行算法的研究还不多
,

而且大部分研

究局限于在已有快速算法的基础上做修改或在程序级上考虑并行
。

本文利用
“

分而治

之
” 的思想提出了长度为 N ~ N

I

N
:

( N
l

为奇数 ) 的 D H T 的一种 M IM D 并行算法
。

算法描述

设 N 一 N
,

N
: ,

N
,

为奇数
,

N
Z

为任意 自然数
,

长 N 的实数序列 x ( n) (n 二 o
,

.

1

N 一 1) 的 D H T 的定义为

x ( ; ) ~ 习
x ( n ) e a s 2打” k

N
k = 0 , 1 ,

…
,

N 一 1

其中
, 。 as a 一 。 os a 十 is n 试 下面为了说明方便起见

,

允许上述定义中的 k 取任何整数 (包
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括负整数 )
。

令 C
。

(k )= X ( N
, k+ 。 )

, 。 二 o
,

x
,

…
,

N
;
一 1 ,

k 为整数
。

显然
,

只要计算出所有C
.

( k )

k( 一 0
,

1
,

…
,

N
Z
一 1) 便 得到了 X ( k )

,

计算 Q ( k) 的办法是把它们转化成长 N
:

的 D H T

的计算
。

co ( h ) 二 X ( N , k ) 二 习
x ( n ) e a s 2扩 n k

从
一

艺}艺x ( i N
:
+ 牲 ) e a s

澎 万二夕
1

2盯 ( i N Z
+

n ) k

N
2

一 名 (习
,

·

( 、N
Z
+ n ) )

e a s

住 . 0 二 心

2万趁 k

N
2

k ~ 0
,

1
,

…
,

N
Z
一 1

令
N i 一 l

x 。
( , ) 二 习

x (`N
Z

+
n )

,

N : 一 1

则
N Z一 l

c
。
( h ) 二 习

x 。
( n ) e a s 2汀力 k

N
2

n 二 0 , 1 ,

k = 0
,

l …
,

N
Z
一 1 ( 1 )

这是长 N
:

的 D H .T

令 D
,

( k )一 C
“

( k ) + C 、 ,一 :

( k一 1 )
,

则

D
.

( k ) = X ( N
王k 十 忍 ) + X (N

, k 一 u )

节
_ , 、

厂
_ _ _

2 ;r , ( N
l * +

u )
.

2二 , ( N
,走一 u ) 门

z

与祷 气 n 尹 1 L a 吕

-
一一 -下下一

一
州卜 C S S

es -
一气六尸- - -一一

.

!

二二不 ` z v Jv J

习
。 , 、

2钾” u 、 2汀 n k
乙x 、 ” 夕c o 污 一

犷 )
“ a s

下叮

类似于 0C ( k) 的计算
,

若令

N I 一 1

X
.

(
n ) = 习 Z x (、N

:

+
n ) e o s 2厅 ( iN

Z

+
n ) u

凡
一

—
, n 二 0

,

l
,

…
,

N
Z
一 1

,

则

D
.

( k ) ~ x
.

( n ) e a s 2打” k

N
2

k ~ 0 , 1
,

…
,

N
:
一 1 ( 2 )

这也是长为 N
Z

的 D H .T

C
二

( k ) 一 C N ,一 。

( k 一 1 ) 二
x ( n ,

[
c a s 2翻 ( N

: k + u )

N 一 C a S
2汀 n ( N

l k 一 u )

N 」

今习é归名é

孟代一
ù

壳一

逊从鲤凡一 自
x L” ’

L一
乙 s , n

2汀儿 “

N

,
.

2汀” “ 2介 n k

十 乙 s ` n 几了
, c o s -

瓦
~ 」

N一 1 。 、
,

各(
ZX ( · ,· `n

罕 { {
· o· 2;r n k

-

一 “ ` n
万万

` ,

一 总护自
工

2介 ( N ,

( i从 十 n ) s i n 三生业丘土卫些 {厂
N } L

2汀 n k
.

2翻 k 介
c 0 5

.

了丁一
“ ` n
不万

.

j
,

若令
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NI 一 l

x孟 (。 )二 2 习
x (` N

Z
+ , ) s i n

2可 ( i N
:
+ n ) u

一下一
’ = 0

,

1
,

…
,

N
Z
一 1

并设

由于

所以

( 3 )

N Z一 1

D孟( k ) = 习
x孟(

, ) e a s 2汀 n k

N
2

k = 0 , 1
,

…
,

N
Z
一 1 ( 3 )

2翻 ( N
Z
一 k )

N
2

二二二 C O S

2厅 n k

N
2 — S l n

2汀 n k

N
2

C
.

( k )一 C二厂
,

( k 一 1 ) ~ D孟( N
:
一 k )

,

k 一 o
,

1
,

…
,

N
Z
·

这里 D二 ( N
Z
) ~ D丢 ( o )

·

式为长 N
Z

的 D H .T

根据前面的结果有

C
。

(k ) = ( D
.

( k ) + D二( N
:
一 k ) ) / 2

,

k = o
,

1 ,

…

心
1 一 。

( h 一 1 ) = ( D
二

( k ) 一 众 ( N
Z
一 k ) ) / 2

,

其中 D
。

( N
Z
) 一 D

二

( o )
.

因此
,

只要计算出 D
.

( k )和 D孟( k )

N
Z
一 l

2
,

…
, 从 ( 4 )

( k = 0
,

1
,

…

一
等

)便可求出所有 c
二

(* ) (。 一 , , 2 ,

…

D孟(k ) 的计算分别采用长 N
:

的 D H T 计算
,

如

下面考虑 x 。
( n)

,
x

。

( n) 及 x 乙( n) 的计算

N
i
一 1 ; k 一 0

,

1
, ’ · ` ,

( 2 ) 式和 ( 3 ) 式所示
。

,

N
Z
一 1 ; u ~ 1

,

2
,

N
Z
一 l )

.

D
,

( k )和

~
.

~ 、 _

一
, .

_
, 、 _ 、

`

~ 2犷 ( iN
Z
+ n ) u 一

利用和左化积公式检
“ os 一一一下产—

刊 s m
2厂 ( iN

Z

+
n )

N
竺展开并代入 x

.

( , ) 和

x 孟 (n ) 的表达式中
,

代简后得到
二

二

( 。 。 一

〔瞥
`

[鸳
`

x ( iN
Z

+
n ) e o s黔」

2
一

黔」
2· ǹ

2汀 n u

N

x ( iN
Z
+ n ) s i n

2厅 ” u

N

x “ · , 一

[

[

X (`N
Z
+ · , 。。 9

黔 ]
2·` n 2厅 ” u

N
+

习
x (`N

Z
+ n ) s` n 2犷 i u 〕 `

下丁」
乙 c o s

2厂 n u

N

卿艺私

令

材“嘛一从黔,’’,亡
。

( n )二

N l一 l

名
x (̀ N

Z
+ ” )“ 0 5

一 O
,

1 ,

…

了
.

( n ) -

N z一 l

习
x ( `N

Z

+
n ) s i n

n = 0
,

1
,

N
i
一 1

2

( 5 )

一 1
,

2 ,

…
N

l
一 l

2

N
Z
一 1

则
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x 。
( n ) 二 C 。

( n )

二
。

( n ) 一 乙
二

( n ) Zo e s 2汀 un

N
一 S

“

( n ) Z sin
2盯 u九

N ( 6 )

x
二

( n ) =

u 一 1
,

2
,

Q ( n ) Zs i n 2兀 u 九

N
十 S

“

( n ) Ze o s 2兀 u 九

N

N
;
一 1

2
n 二 O

,

1
,

…
,

N
:
一 1

归纳前面的结果
,

长 N
,

N
:

的 D H T 可用如下 办法计算
。

s t e p l 根据 ( 5 ) 式计算出所有 口
“

( n )及 夕
“

( , )
.

s t e p Z 根据 ( 6 )式计算出 二。
( n )

,
x

。

( n )及 x
“

( n )
.

s t e p 3 计算 x 。
( n )

,
x

。

( n )及 x 孟( n )的长 N
Z

的 D H T C 。
( k )

,

D
。

(乏)及 D
二

(乏)
.

s t e p 4 由 ( 4 )式计算出 C
二

(掩)
.

实际计算时
,

(4 ) 式中的乘法因子 1/ 2 可合并到 (6 ) 式的计算中去
,

(5 ) 式的计算

可以进一步简化
。

U一加一入
( N z 一 l )广 2

亡
二

( n ) 一 x ( n ) + 习
x ( *N

Z
+ n ) e o s

产一 〕

吸N x 一 1 ) / 2

+ 名
x ( ( N

,
一 `) N

Z
+ n ) c o s 2万 (N

I
一 i ) u

N
z

( N z一 1 ) / 2

一
`· ’ +

菩 〔X “ N
Z
+ · , + X ( N 一 ` N

Z
+ · , 3一黔

同理
(洲厂

工 ) /2

U一加一入夕
。

(
n
) = 艺 〔x (*、

2
+ , ) 一 x ( N 一 、、

2
+ , ) 〕s i n

令

e 。

(
n
) = x (儿 )

, c ,

( n ) = x ( iN
:
十 n ) + x ( N 一 i N

:
+ n )

s :

(
n

) = 丁 ( i N
:
+ n ) 一 x ( N 一 iN

:
十 n )

则

ù=uu
红入执一N

`N l一 2 ) /名

。
·

( n ) 一 习
盆留 O

(N z 一 1 ) / 2

万
·

( n ) 一 艺

c 、
( n )

e o s

s ,

( n )
s i n

0
,

1
,

…
N

-
一 l

2

( 7 )

1
,

2
,

…

所以
,

算法中
s t eP I 可用两步完成

:

N
I
一 1

2

s t e p l
`

计算
c 。

( 。 )二 x
。

(。 )
, c 、 ( n ) ~ x ( iN

:
+ n ) + x ( N 一 iN

:
+ n )

,

s ,

( n ) 一 x ( iN
:
+ n ) 一 x ( N 一 iN

Z
+ n )

, n = O
,

1
,

…
,

N
:
一 1

.

s t e p z
”

根据 ( 7 )式计算 亡
二

( n )及 万
。

( n )
.

若有 N
l

台处理机
, s t eP I

`

的计算可分配每台处理机计算一个
` ,

(n ) 或
: ,

(n ) (n 一 。
,

1
,

…
,

N
Z
一 l )

,

故只需 N
Z

个加法步 ; s t e p l
”

让每台处理机负责一个 亡
,

( n )或 万
,

(
n

) ( n 二 o
,

1
,

…
_

入] _
1 、
品林替 错茜从 一 1

、 ; * ~ ~
.

。 。 N
l

一 1
_ _

一从一 ` ,的计算
,

需要立二

指止 N
Z

个乘法步及竺于
主N

Z

个加法步
;

、 p “ 中让每台处理机
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负责计算一个 x
.

( n )或 x盆(
, ) ( n = o

,

1
,

…
,

N
Z
一 1 )

,

共需 2 ( N
Z
一 1 )个乘法步及 N

:
一 1

个加法步
; st eP 3 中分配每台处理机计算一个长 N

:

的 D H T

( N
Z
)个加法步

,

这里 材
( N

Z
)和 A ( N

Z
)分别表示计算长 N

:

的

,

需 M ( N
Z
)个乘法步及 A

D H T 所需的乘法数和加法

数 ; st 叩 4 可让每台处理机负责一个 C
.

( k) 的计算

机并行计算的总的并行步数为
_

_ . _

卜 _ _ 、 。 、 .

1
、 , .

3
、 : 。

乘法步 M (八
, )十百“ 十万

` , ,
一

`

1
、 , .

5
、 ,

加步步 A ( N
:
) + 青N + 份N

Z
一 1

刀“ 少少
遥 孟 、 ` ’ “ / ’

2
`

” 2
一

’

`

,

共需 N
:

个加法步
。

所以
,

用 N
,

台处理

在算法中

接近于 L

,

每台处理机分配的任务量基本相等且没有重复计算
,

故并行机的有效利用率 s1[

对长 N
:

的

可以直接计算
。

D H T 的计算
,

可采用已有的快速算法 〔卜幻 ( 串行算法 )
。

若 N
:

比较小
,

也

3 算法的进一步分析

上述方法把长 N
I

N : 的 D H T
转化成 N

、

个长 N
Z

的 D H T 及一些附加运算
,

附加运算

最复杂的部分是计算 (5 ) 式
,

若 N
,

比较小
, 用前面修正的办法直接计算即可 ; 若 N

、
比

较大
,

直接计算运算量较大
。

下面我们可看出
,

它也可以转化成长 N
;

的 D H .T

令
N i一 1

w
.

( , ) 一 习
x (`N

Z
+ n ) c a s 2爪 u

.

天下
’

“ ~ 0
,

1
,

…
,

N
i
一 1 ( 8 )

对固定的
, ,

( 8) 式为长 N
、

的 D H T
,

根据民 (动及 了
,

(动的定义不难得到

亡
.

( , ) 一 (W
二

( n ) + W
N厂

。

( n ) ) / 2
, “ 二 0

,

1
, ’ 二

N
i
一 1

2
( 9 )

万
,

( , ) ~ (W
·

( 。 ) 一 W N厂
·

( ” ) ) / 2
, “ 二 1

,

2
,

…
N

-
一 1

2

” 二 0
,

1 ,

…
,

N
z
一 1

故由讯 ( )n 很容易得到 亡
.

(动和 万
二

(动
.

因此
,

长 N
I

N
:

的 D H T 可转化为 N
I

些简单的附加运算 (计算 ( 4 )
,

( 6 )
,

( 9 )

个长 N
:

的 D H T 及 N
:

个长 N
I

的

式 )
。

实际计算时
,

( 9) 中和

子 12/ 都可合并到
( 6) 式的计算中去

,

即使是串行计算
, ( 4 )

,

( 6 ) 及

( 4 )

( 9 )

D H T 以及一

中的乘法因

式也只需 ZN

一 ZN
:

个乘法及 3N 一 N
l
一 N

Z 个加法
。

所以
,

对串行计算
,

运算量为

M ( N ) 一 N
,

M ( N
:
) + N

Z

M ( N
t
) + ZN 一 2N

2 ,

A ( N ) ~ N
, A ( N

:
) 十 N

: A ( N
,
) + 3N 一 N

,
一 N

Z

对 N
,

点及 N
:

点的 D H T 若采用前面的技巧继续分解
,

可得到计算长 N 为奇复合数的

D H T 的递归快速算法
,

由于分解后的 N
,

个长 N
: 的 D H T 及 N

:

个长 N
,

的 D H T 都是彼

此独立的
,

所以适合于多处理机并行处理
。

在实际计算中
,

很多情况下长度 N 取为尹
, 这时 N 分解为 N ~ 户李砂

,

11
十 12

, .l 故

长尹的 D H T 可用 洲
:

个长尹
,

的 D H T 及尹
、

个长 对
,

的
D H T 及一些简单的附加运算代替

,
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在多机情况下
,

户个长 户的 D H T 可同时计算
,

户个长 沪的 D H T 也可同时计算
,

而长

尸
l

或 尹
,

的 D H T 可采用已知的快速算法计算
。
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