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树网结构上一种新的矩阵迭代求逆并行算法
`

莫则尧 李晓梅

(国防科技大学电子计算机系 长沙 41 0 07 3)

摘 要 运用树网结构可以完成矩阵的并行快速求逆
,

其中迭代法是一种非常重要的

方法
。

本文给出了一种新的迭代格式
,

对任意非奇异矩阵 A
,

运用新的迭代格式对 A 求逆相

对于经典牛顿迭代法
,

在同样精度要求下
,

时间可减少一半
。

关链词 树网
,

矩阵求逆
,

并行算法

分类号 0 1 5 2
.

2 1

本文主要讨论 N x N x N 三维树网结构上对任意 N x N 非奇异矩阵的快速并行求

逆算法
。

一般地
,

树网快速求逆法可分为直接法 (如 cs
a
kn y 算法川 ) 与迭代法 (如经典

牛顿迭代法 z[] 闭 )
。

尽管二者时间复杂度均为 。 ( L og
’
N )

,

但迭代法比直接法优越 〔̀ 〕 。

本文

只对迭代法进行讨论
。

我们简单回顾一下三维树网结构
,

同时作稍微改变以便于 以后分析
。

N x N x N 树 网是在 N
3

个孤立处理机结点上增添一系列的处理机与数据连线构成
。

这 N
,

个基本处理机称为叶子结点 ( L e a f n o d e s )
,

标号分别为 { ( i
,

j
,

k ) }1镇 i
,

少
,

k镇 N }
。

对每个 (少
,

k ) ( z镇 j
,

k镇 N )
,

以 { ( i
,

j
,

k ) 11镇 i镇 N }为叶子加入 另外 N 一 l 个结点和

ZN 一 2条边形 成完全二叉树 ( e o m p l e t e b i n a r y t r e e )
,

称

为一维 ( J
,

k) 树 ; 其根结点记为 ( 1
,

j
,

k)
.

类似地
,

以

{ ( i
,

j
,

k ) }1镇少( N )为叶子形成 N
Z

个二维 ( i
,

k )树 ( 1

镇 i
,

k毛 N )
,

相应根结点记为 ( i
,

2
,

k )
.

以 { ( i
,

j
,

k ) }1

镇 k镇 N }为叶子构成 N
Z

个三维 i(
,

j) 树
,

根结点记为 ( i
,

乏
,

k )
。

称增添的结点为内结点 ( i n t e r n a l n o d e s
)

。

这个网

络直径为 6 L o g N
,

折半宽度为 N
,
l[]

。

我们知道
,

这个网

络完成两个 N 又 N 矩阵相乘只须 21
“

og N + 1 步 1j[
。

为了

便于分析
,

我们将网络的 3N
2

个根结点以一定方式联接

起来
。

具体地将根结点 i(
,

2
,

k) 分别与根结点 ( 1
,

i
,

k)

图 1 2 x 2 x 2 树网

.
:

叶子结点
,

△
:

一维树内结点
,

口
:

二维树 内结点
,

O
:

三维树内结点
,

… … :

另外加入的连接树根结点的线
。

和根结点 i(
,

k
,

3) 相连
,

以便数据传送
。

我们记这个 网络为 G
,

以下讨论均针对 G 进行
。
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图 1给出了一个 2 x 2 x 2 网络
。

1迭代格式

令 A为任意 Nx N非奇异矩阵
,

X
:

为 A 一 ’

第 t 次迭代后近似值
,

由下面的格式计算

X
`

+l
:

X 叶
,
一 ZX

,

一 X
t

A X
`

这就是典型的矩阵求逆牛顿迭代法
。

令剩余矩阵 R
`

一 I 一 X月
,

有
:

R ,+ l
一 I 一 X +t

I A

一 I 一 ( ZX
`

一 X
t

A X
`

) A

= R子

易知
:

尺
`

= 尺 。 2̀ ,

尺。

为初始剩余矩阵
。

显然
,

若 X
。

选择得好
,

R
,

将迅速收敛于零
。

特别地
,

若令 X
。

t r a e e ( A
T A )

。

则有〔`〕 :

( I )

1
.
二 r l 〕

- — 六
“

,

其中 m -

/
.

1
J 一 人 。入 州 ,

气 1 一 万天厄
( 1 )

一T

A其 中 K 一 }} A
r

!4

一般地
,

设 }} R
。

}}
:

镇 1一 N
一 “ ,

其中 a 依赖于矩阵 A T

的条件数 K
,

并满足不等式
:

卜志 。 一 N
一 ’

即

N
口一 ’

) K
,

( 2 )

的最小常数
。

由此可以看出
,

N 较大时
, a
将接近于 1

.

经过 T 垒 a( + 户 L og N 次迭代后
,

有

l{尺
丁

11
2

镇 ( 日尺
。

l}
:
)

Z T

蕊 ( 1 一 N 一 )丫 N户

镇 。 一 “ ,

即

}}x
二
一 A 一 ,

日
2

镇 ` 沪
·

ll A 一 `

}}
2

(3 )

其 中
,

月为满足不等式
e 一 N尹 .

11八
一 `

11
2

镇 2一 `N + ` ,
( 4 )

的最小正常数
。

由式 ( 3 )
、

( 4 )我们有
:

}I X
二
一 A 一 `

日
:

毛 z 一 `N + ”

故经过 T 一 a( 十户 L go N 步迭代后
,

A 一 ’
的每一个元素的前 N 位被计算出来 (在范数

}}
·

!{
2

意义下 )
。

由 ( 2 )
、

( 4 )知
,

对一般矩 阵
,

N 较大时
, a 、

月均非常接近 1
.
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以上介绍了经典牛顿迭代法及其收敛情况

新的迭代格式基于下面的引理
。

引理 1设 A为 Nx N非奇异矩阵
,

1! A }l

下面讨论新的迭代格式
。

2

< l
,

则

0

n ( I -
, ~ M

矛
’

) 一 (I 一 A )
一 ’

证明略
。

且剩余矩阵 }} R训 }
:

镇 {}

由引理 1 可以看出
,

若 }I A ll
:

< 1

迭代法一样
,

为指数收敛
。

由引理 1
,

川 {黔

则 R M一 A Z

协
`

收敛于零的速度也将很快
,

与牛顿

我们可得到下面的引理
。

引理 2 对于任意非奇异矩阵 A
,

若 A 满足 }} I 一 A 】!
:

< 1
,

则存在迭代格式
:

j
A

`十 ,
一 ( I + ( I 一 A )

2`

) A
,

}A
。
一 I

其 中 A
,

为第
t
次迭代后 A 一 ’

的近似值
。

使得
:

h m A
,

~ A 一 `
.

( l )

证明 令矩阵 B 一 I 一 A
,

则 I 一 B 一 I 一 (I 一 A ) 一 .A

故

A 一 ’
= ( I 一 B )

一 `

对矩阵 B 设计新的迭代格式如下
。

令 B
。

为 t 次迭代后 (I 一 B )
一 `

的近似值
,

由下面公

式计算 尽
+ , :

B
` + ,

= ( I + 丑 2`

)刀
,

B 。
一 I

( I )

考虑到 !} B }}
2
~ }11一 A 日

:

< 1
,

由引理 1 知
:

1im B
`

二 ( I 一 B )
一 ’

t
~ 十

C`

~ A 一 l

将 B 一 I 一 A
,

入套 B
`

代入迭代公式 ( l ) 中得到公式 ( I )
,

且 h m A
,

二 A 一 ’ .

将引理 2 推广到任意 N x N 非奇异矩 阵的情况
,

我们有下面的重要定理
。

定理 对任意 N x N 非奇异矩阵 A
,

令矩阵 B 一X OA (其中 X
。

为牛顿迭代法的初始近

似值 )
,

它使得 !} I 一 X
o A {1

2

< 1 )
,

则 B 可运用新的迭代格式 ( l )求逆
。

特别地
,

若取 X
。

一

素
A · ,

贝。迭代 7
,

一 ( 。 + , ) L o g N 次后
,

再经过一个矩阵乘法 。 一 x
。 ,

我们便能将 ` 一的

每个元素前 N 位计算出来 (在 1}
·

}}
:

意义下 )
。

其中
a ,

月
,

m 的定义同前
。

证明 因为 }} I 一 X OA }{
2

< 1
,

B 一凡冰
,

故 {} I一 B {l
:

< L

由引理 2 知
,

矩阵 B 可运用迭代公式 ( 亚 )求逆
。

X
o A 一 B

B 一 `
= A 一 `

X J
’ A 一 ’

= B
一 I

X
。

又故

特另。地
,

若 x
。
一

六
A 7’ ,

贝。有

I 一 生A伙 11
2

镇 1 一 1

N K
Z

K 一 }}矛 }}
: ·

11 (A
一

l)T



I一 B l }
:

镇 1一
1 /

、 , _ .

万灭厄哭 土 一 、 、
-

经过 T 一 a( 十户 L og N 次迭代后
,

有
:

I 一 B r B = ( I 一 刀 )护
+ 月

其中 B :

为 B 一 ’
的 T 步迭代后近似值

。

将 B 一
1

`
二

,

— 八
.

汽 代入有
:

1 。
,
二

,

2 一 甭乃了八
`

入 - {
, 一

护
,

)
犷 ,

故

,

一 六
B T A

一沙
一

护
,

!
丫十 ’

。

A 一 1

故

日A 一 1
一 工肠矛 11

,

镇 111 一 工矛 A
犷

,
·

!} A 一 `

钱 (1 一 N 一 )犷邵
·

日A 一 `

}}

镇 。 一尹
·

} A 一 `
}}

2

镇 2 一 ` N + ` ’

故经过 二一 (。 + , ) L o g N 次迭代后
,

再经过一个矩阵乘法六
B二 A · ,

, 一的各个元素前 N

位便被计算出来 (在 }4
·

日
:

意义下 )
。

从定理可以看 出
,

对任意 N x N 非奇异矩阵
,

新的迭代求逆格式 ( I )与牛顿迭代格

式 ( I )在同一精度要求下无论在收敛速度
,

还是迭代次数方面均是相等的
。

虽然
,

我们

只对特殊情形 x
。
十

青
A ·
进行了讨论

,

不难发现
:
又寸任意其它 X

。 ,

只要其满足 }} `一 X
。 ,

1}
2

< 1 的条件
,

两种迭代格式的这个性质始终保持
。

另外
,

X
。

的选择对算法的影响是存

在 的
,

尤其当矩阵很特殊时川
。

X
。

的影响对二种迭代格式是等同的
。

基于以上事实
,

我

们在下一部分中将发现
,

在三维树网结构上具体实现时
,

新的迭代格式每次迭代时间缩

短一半
,

意味着新的并行算法在同一精度要求下
,

比牛顿迭代法快 了一倍
。

2 迭代格式分析

对于牛顿迭代法 ( I )
,

每次迭代需两个矩阵乘法
,

一个矩阵加法
,

由于其数据相关

性
,

两个矩阵乘法与矩阵加法只能顺序执行
,

运行时间约为 4 I
J

og N 步
。

对于新的迭代格

式
,

虽然每次迭代也需二个矩阵乘法 (这是我们将每次迭代所得的 (I 一 A )
2`

存贮起来以备

下一次迭代计算 (I 一 A 厂
十 ’ ,

一个矩阵加法
,

但是仔细观察
,

可以将两个乘法在时间上重

叠执行
,

加法可一步完成
,

运行时间约为 Z L o g N 步
,

缩短一半
。

具体地
,

不妨假设 }11 一 A l}
2

< 1
,

I 一 A皇 a(
, ,
) , x ,

.

令 A 。
一 1

.

第一步
,

将 (I 一 A )分

别输入一维与三维根结点中
,

即将
。 。
送到根结点 (丁

,

i
,

j) 与 ( i
,

j
,

百)中
。

第二步
,

将它

6 3



们沿着树往下送
,

但 I 一 A 还必须保留在三维树根结点 中 (要求三维树根结点具有复制数

据功能 )
,

同时将三维树根结点保 留的矩阵 I 一 A 对角元素加 l
,

并将 A 。

输入到一维树根

结 点中
。

第三步
,

A 。

与 了+ (I 一 A )沿着树紧跟 (I 一 A )往下送
。

第 L og N + 1步
,

叶子结点

l(’
,

]
,

k) 接收到数据 内与 aj
. ,

将其相乘并在下一步将乘积沿二维树累加
,

以求 (I 一 A )
2

.

第 L o g N + 2 步
,

叶子结点 i(
,

j
,

k) 接收到 I + (I 一 A )的元素 i(
,

j) 及 A 。

元素 (j
,

k)
,

执

行 同样操作
,

在下一步沿二维树累加
,

以求 A l
~ (I + (I 一 A ) )

·

A 。
二 I + (I 一 A )

。

第

Z L o g N + 1 步
,

(I 一 A )
’
的各个元素出现在二维树的各个相应根结点中

,

并于第 ZL o g N +

2 步将各个元素播送到一
、

三维相连的树根结点中
。

再下一步
,

(I 一 A )
’
沿一

、

三维树往

下送
,

以计算 (I 一 A )
`

.

同时 (I 一 A )
之

保留在三维树根结点中
,

并变为 I 十 (I 一 A ) 2 。

同时
,

第 ZL o g N 十 2 步
,

A :

出现在二维树根结点中
,

至此第一次迭代结束
,

只须 Z L og N + 2 步
。

为 了下一次迭代
,

第 Z L o g N 十 3 步
,

三维树根结点将 A ,

送给一维树根结点
。

下一步与 I

+ (I 一 A )
“
一起沿各 自树往下送以计算 A Z

~ (I 十 (I 一 A )
2
)

·

(I + (I 一 A ) )
,

第二次迭代

开始
。

类似进行下去
,

a( + 户 Log N 次迭代后
,

出现在二维树根结点中的矩阵即为 A 一 `

所

需近似值
,

它的每个元素与 A 一 `

对应元素前 N 位相同
。

由以上实现知
,

新的迭代格式每步约为 ZL o g N 步
,

为牛顿迭代法每次迭代的一半
,

且所需的硬件除了要求三维树根结点具有复制数据功能外
,

其余均与牛顿迭代法一致
。

由

于在同等精度条件下
,

新的算法所需迭代次数与牛顿迭代法一致
,

故在 同等精度要求下
,

新算法在时间上缩短一半
。

对于 A 为任意矩阵情形
,

由定理知
,

算法最后只需增加一个

矩阵乘法
,

故可以忽略
。

故上面结论对任意非奇异矩阵均适应
。

3 结 论

针对某种应用网络
、

处理机阵列
,

我们应当大量研制适应于网络
、

阵列的高效并行

算法
,

使得每个处理机尽量并行工作
,

充分发挥效率
。

三维树网结构上矩阵求逆
,

迭代

法 比直接法较优 lj[
。

由以上分析
,

新的迭代格式 ( I )的并行度比经典牛顿迭代格式 (I )要

高
,

能更大地发挥树网求逆的效率
,

在同样的精度要求下
,

新算法 比牛顿迭代法快了一

倍
,

是一个较优算法
。

不难发现
,

上述迭代法的时间复杂度为 O ( L o g M L og N )
,

其中 M 为要求的精确位

数
。

特别地
,

M 一 N 时
,

时间复杂度为 O ( L o g
Z

N )
.

通过同时求解多个矩阵的逆
.

我们

还 可以提高树网效率
。

但迄今为止
,

我们还没有发现一个能在 。 (L og N )步内对矩阵求逆

的算法 l[]
。

这仍然是一个令人关心的问题
。
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-

v e r s i o n b y h a l f i n e o n t r a s t t o t h e t y p ie a l N e w t o n i t e r a t i v e a l g o r i t hm o n m e s h
.

K e y w o r d s m e s h
,

m a t r i x i n v e r s io n ,

p a r a l l e l a l g o r i t h m
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