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任务划分与处理机调度的递归一分治方法
’
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(国防科技大学电子计算机系 长沙 41 0 0 73 )

摘 要 本文介绍并实现了一种如何把一个顺序执行的任务集
,

根据其子任务之间潜

在的并行性
,

划分成若干个可并发执行的任务子集
,

并把每个子集分配给一个处理机
,

使各

处理机之间的数据通信量尽可能地少
,

同时兼顾各处理机之间负载平衡的算法
。

最后给出了

几个典型例题的试算结果
,

为了满足用户的不同要求
,

文章还提出了几点改进方法
。
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处理机调度
,
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分类号 T P 3 l l

多任务划分与处理机调度是指把一个计算问题 (任务集 ) 分解为多个可并发执行的

任务子集
,

并把每个子集映射到某个处理机上并行执行
,

以加快问题的求解速度
。

除非

任务之间具有天然的类聚特征 (如例 2 中所示的那样 )
,

否则任务划分算法都难保证各处

理机之间没有通信
,

而在多机系统 中
,

机间通信与同步往往是提高问题求解速度的瓶颈

问题
,

因此
,

在任务分划过程中
,

如何把相互之间的通信量多的子任务尽可能地安排到

同一处理机上
,

以减少子任务之间的通信量成为关键性的问题
。

同时
,

还必须考虑各处

理机之间负载平衡问题
,

而二者又 是相互矛盾的
。

不过
,

对于不同的多机系统
,

所追求

的 目标是不同的
。

例如
,

对于具有共享存贮器的多处理机系统
,

由于实现了紧藕合互连
,

机间通信时延较小
,

调度算法应主要考虑系统的吞吐率及负载平衡间题
; 而对用多台计

算机构成的多机系统
,

计算机之间通过链路进行通信 (即松藕合系统 )
,

通信时延较大

(包括传送
、

路 由选择
、

通信的同步等开销 )
,

而处理机速度较快
,

通信成为主要开销
,

任

务划分时减少机间通信量成为首要的问题
。

下面将要介绍的递归一分治算法正是为了解

决这类问题而设计的
。

所谓递归一分治
,

就是分而治之
,

即把一个难解的大 问题分成多

个体积接近的子问题
,

如果子问题能容易地求解
,

则个个击破之
,

否则依次对每个子问

题递归用分治法求解之
。

在设计多任务划分算法时
,

还有许多其它因素值得考虑
,

例如任务的粒度即每个任

务的计算量或权
,

它取决于计算问题本身
,

任务粒度不能太大
,

象单机上一样整个问题

就是一个任务
,

缺乏并行性
; 也不能太小

,

否则任务之间的通信就会增多反而影响效率
。

通常可以让几个计算量小的语句合并成一个任务或者把一个计算量大的语句分成若干步
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来执行
,

每步定义为一个任务
,

原则是让各任务的计算量大致相等
。

另一个 因素是划分

粒度
,

它定义为组成系统的计算机或处理机台数
。

有一个现象值得注意的是
,

对松藕合

系统
,

有些任务并不是处理机台数越多
,

它完成的速度越快
,

因为如把任务均匀地分到

所有处理机上
,

势必导致各处理机间通信频繁
,

通信时间增多
,

反而使任务完成时间推

迟
,

还不如把任务按通信量尽可能小为原则分配到几个而不是全部处理机上
。

当然这里

有个度量问题
,

即当通信量 (次数 ) N
。。 m

大到多少时就不再分割下去了
。

这主要取决于处

理机的运算速率 V
r u 。

和机间通信速率 Vc om 及任务本身的计算量 W
t ,

一般应满足
:

W
.

例一乓 O
·

5
关

瓦二
关 V

。 。 m

例如
:

计算量 W
。

一 40
,

Vr
u n

~ 1 0
,

Vc
o m
一 1

,

则当把该任务集划分成两块时通信次数

应满足 Nc om 镇 2 次
,

否则划分就不合算
。

当任务分割成若干个子集后
,

剩下的问题就是把各子集映射到处理机上去
,

映射的

原则是子集之间通信量最大的一对应该安排到具有最短路径的两个处理机上
,

以进一步

减少因转发而带来的通信开销
。

当然
,

还可以采取一些其它技术来减少通信与同步开销
,

例如
,

引进冗余计算以减

少通信次数
,

即如果某变量的求值时间小于把它传送到另一个处理机的通信时间
,

且该

变量被分在其它处理机上的任务多次引用
,

则可考虑把它分布在各个处理机上作冗余计

算
,

以避免机间通信
。

又如采取
“

选择最佳通信时机
”

(见参考文献仁2 ] ) 可以有效地减

少 同步开销等等
。

1 算法描述

递归一分治算法的实质是把任一矩阵通过行列初等变换
,

转换成块对角矩阵
,

使块

与块之间的联系最少
,

即块对角以外的非零元素呈稀疏状
,

同时保证块的大小大致相同
。

算法的基本思想是
,

把一个任务集合 G T 划分成二个相对独立的子集 G L 和 G R
,

使 G L

和 G R 中元素之间的相关性最小
,

并尽可能使 G L 和 G R 中任务的计算量相同
。

再对 G L

和 G R 递归地作上述划分
,

直到递归深度等于最大递归深度 fo g ZP n
(P

n 为处理机台数 ) 为

止
,

最后将得到 P n 个子集
,

然后把每一子集分配给某一个处理机
,

下面为算法的形式描

述
:

A l g o r i t h m s h e d u l i n g ( G T
,

G p
,

M a p ) ; {主程序 }

{G T :

输入的任务相关矩阵
,

具有 tn
,

tn 个元素
,

对角线元素表示各任务的计算量 w t
,

非对角线元素 G T [ i ]二j ] ( o镇 i
,

j < t n
,

j共 i )表示任务 i 与任务 j之间的通信量
。

G P :

是输入的处理机邻接矩阵
,

G P [i〕 [ i] 一 1 (0 成 i
,

j < P n ,

i并 i )表示处理机 i 与 j之间

有物理链路
;

M a p
:

输出
,

任务集 T 到处理机集 P 的一个映射 (不一定为一对一映射 )
,

M aP [ i ] 一 j表

示第 i 任务被分配到处理机 j上计算
,

(0 毛 i < tn
,

o镇 j < P n)
,

tn 为任务集 T 中任务的个

数 ;

P n 为处理机集 P 中处理机台数
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E BG IN

1 ) ma xd ep t h= lo gZ
P ; n

d ep t= h0 ;

Cls ute r仁 i〕= 0 ;1 ( i( t n

2 )D I VDE _E E S U R R I V C(T G
,

3 ) A L L O C A T E
_
P R O C E S S O R S

{ e l u
s t e r

中每一组映射到 G P

的通信代价最小 }

E N D

{最大递归深度 }

{当前递归深度 }

{初值为 。 的数组
; 当从子程序 D I V D E

一
R E C U R

-

S IV E 返 回后
, 。 l u s e t e r

的元素都被分成 P n 组 }

t n
,

d e p t h
, 。 l u s t e r ) ; {调用分治子程序 }

( e l u s t e r ,

G P
,

M a P ) ;

中的一个处理机上
,

考虑到物理链路的情况下
,

使机间

A lg o r i t h m D l v D E
_
R E e u R s l v 亡 ( G 。 , 。 ,

a e p t h
, 。 l u s t e r )

{递归一分治子程序 }

B E G IN

if d( 即 ht 半M a
xd 印 ht ) {如果达到最大递归深度则返回

,

否则做下面的工作 }

B E G IN

M IN C U T ( G n , n
.

L e o u n t
,

G L
,

R e o u n t ,

G R ) ;

{把 G n
中的

n
个任务分成左

、

右两个子集 G L 和 G R
,

大小为 L o e u : 、 : 和 R e o u n t

使它们之间的通信次数尽可能地少
,

且计算量大致相等 }

D I V D E
一
R E C U R S IV E ( L e o u n t

,

G L
,

d e p t h + l
, e l u s t e r ) ;

{对左子集再递 归一分治 }

D IV D E _ R E C U R S IV E ( R e o 一 n t
,

G R
,

d e p t h + 1
, e l u s t e r ) ;

(对右子集再递 归一分治 }

E N D

E N D

A l g o r i t h m M IN C U T (G n , n ,

L e o u n t
,

G L
,

R e o u n t ,

G R ) ;

{划分子程序 }

B E G IN

1
.

把 G n
中的节点随机分成计算量大致相等的两部分 G L 和 G R

2
.

标示所有顶点为
“

未处理
” ,

l o e k〔i〕~ o ; o簇 i镇 n

为每个顶点设立一个
“

受益值
” g a in 「i〕二 0 ; o镇 i簇

n

3
.

R E P E A T

B E (
_

二IN

3
.

1 (飞A L C U I
J

A T E
_
G A I N

_

W T ( ) ;

{为每个顶点 V 计算受益值 ga i n 〔v 〕 ;

g a in [ v 〕一当顶点 v 从当前子集中移到 另一个子集中时两个子集之间通信次

数的减少量 (可能为负数 ) ;

为 G L
.

G R 计算权 W l
,

W Z
,

并保存其差之绝对值于平衡数组中
:



b a l a n e e
[ o ] =

a b s (W l一 W Z ] ) }

3
.

2 s te P一 0 ;

3
.

3 R E P E A T

B E G I N

3
.

3
.

1用 f“ 一 L或 R )标示具有较大权之子集
;

3
.

3
.

2设 V为 G f中具有最大受益值 ga in (为正 )的未处理过的顶点
;

如 G f中无这样 V (即所有顶点均处理过了 )则退出 3
.

3循环
;

3
.

3
.

3假设 V被移到另一个子集中
,

为 G L
,

G R 中所有未处理的顶

点重新计算 g a i n
,

w e i g h t
,

b a l a n e e
[
s t e p ] = W z 一 w Z :

C A L C U
-

L A T E _ G A IN _ G T ( ) ;

3
.

3
.

4 置 V 为已处理标志
:

l o e k [ V ] = l ;

记录 V 移动状态
:

m o v n o d e
[
s t e p ] = V ;

累计 g a i n :
S g a in 「s t e p ] = S g a i n 仁s t e p一 1 ] + g a i n [V 〕 ;

E N D

U N T I L ( s t e P > n )

3
.

4 选择最大的 K
,

1( K毛 st 即 使
:

G = S g
a i n [ k 〕= M A X ( S g a l n

[ l ]
,

S g a i n 仁z 〕
,

…
,

S g a i n 「s t e p〕) ;

在选 K 时
,

如果 S g a i n 「i ] = S g a i n [ j ]
,

j> i 且 b a l a n e e 〔i ]> b a l a n e e 〔j〕
,

则应选取 K 一 j
,

即 j时刻的负载平衡性好于 i 时刻
。

3
.

5 if ( ( G > 0 ) O R ( ( G 一 。 ) A N D ( b a l a n e e [ k〕< b a la n e e 〔o〕 ) ) ) t h e n

根据 m o v n o d e
从第一步到第 K 步真正执行所有的移动

;

E N D

U N T IL ( `G < o ) O R ( ( G = 0 ) A N D ( b a l a n e e 〔k〕) ha l a n e e 〔0 ] ) ) )

4
.

R E T U R N ;

E N D

2 处理机调度算法

处理机调度算法类似于 M IN C U T
,

其形式描述如下
:

A l g o r i t h m A L L O C A T E
一

P R O C E S SO R S ( e l u s t e r ,

G P
,

M a p ) ;

B E G I N

1
.

生成 M aP 的初始映象
:

把
c lut er 每一组任意分配给一处理机

;

2
.

置所有处理机节点为未处理
:

loc k「i ]一 。 ; o镇 i镇 P n

3
.

R E P E A T

B E G I N

3
.

1 对所有处理机对 (P i
,

巧 )
,

假设 iC
,

jC 两个任务子集分别被分在 iP
,

jP 处

理机上
,

交换一 下 iC
,

jC 的分配关系为 ( iP
,

巧 ) 计算交换后带来的通信

方面受益值 ga in
.

3
.

2 s t e P = 0 ;
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3
.

3R E P E T A

E G I N B

3
.

3
.

1 ste P = ste P + 1;

3
.

3
.

2选出未处理的具有最大 ga in 值的处理机对 P (k
,

eP ) ;
如果无

这样的对存在 (即所有处理机均处理过了 )
,

则退出 3
.

3 循环 ;

3
.

3
.

3 假设 p k
,

eP 上的子集被交换
,

为所有未处理的处理机修改

g a i n 值
。

3
.

3
.

4 标示 P k 和 P e 已处理
:

l o e k「P k ] = l o e k仁P
e
] = l ;

E N D

U N T IL (不存在未处理的处理机 )

3
.

4 选择最大的 K
,

1 ( K 镇 st 即 使
:

一 名 g a i n [ i」最大

3
.

5 IF ( G > o ) t h e n 从 S t e p l 到 s t e p k 对 M A P 执行所有的交换
;

E N D

U N T I L ( G镇 0 )

4
.

返回 M A P 的值
。

E N D

3 算法的几点改进

由于用户的要求不同
,

有的追求计算时间最短
,

有的追求解最优等等
,

为此对本算

法 的核心 M IN C U T 子程序 (它基于 K e r in g h a n 一

iL n 的最小割集算法 ) 稍加改变即可满足

这些要求
。

(1 ) 在 M IN C U T 的 3
.

3
.

2 处
,

如果 V 不是从权最大的子集中选取
,

而是从整个集

合 中选取
,

设置一个平衡门拦 g at e ,

假设当 V 移到另外一个子集中去后负载平衡度不低

于该门栏值的话才执行 V 的移动
,

否则本次不移动
。

这样可以进一步降低通信次数
,

更

接近问题的最优解
。

(2 ) 在 M IN C U T 的 3
.

3
.

4 处
,

如果不立即标示 V 为 已处理
,

而是设立一个移动计

数器
,

当 V 被移动 m 次后才设定它为已处理 (一般取 m 一 3 较合理 )
,

这样也更接近最优

解
。

当然算法的执行时间也随之增加 (下面的例题就是用这种方法求得的 )
。

(3 ) 在 M I N C U T 的 3
.

3
.

2 处
,

如果每次从 G L 和 G R 中各选一个 V l 和 V Z
,

交换一

下它们的位置
,

实验证 明这样通信次数不增加
,

而算法的执行时间可减少近一半
,

且负

载平衡性更好
。

( 4) 在 M I N c u T 的 3
.

3
.

2 处
,

在选 v 的同时
,

选一个 N V 一受益值为负且最小的顶

点
,

标示它别移动
,

这样也可改善算法的执行时间
。

( 5) 把以上几点组合起来可有效地提高算法和效率和求解精度
。

( 6) 本算法是以邻接矩阵为输入的
,

如子任务的个数较多
,

应以邻接边为输入
,

读

者不难改进本算法
。

改进后的算法可作为任何多机系统中任务划分与处理机调度的算法
。
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4性能评价

我们在 T ubo 。 C 环境下实现了该算法
,

并试算了许多典型例题
,

结果说明与 目前公

认为很有效的关键路径
t C p 法 (另一种启发式算法 ) 类似

,

它们都接近处理机调度问题的

最优解
。

结果见打印清单
。

算法的执行时间 T ( n) 随递归的深入呈指数下降
,

因此算法主要时间耗费在递归进入

M IN C U T 子程序的
e a le u l a t e

一

g a i n 一 g t 中
,

语句 3
.

1 只执行常数次 ( 1一 2 次 )
,

它是 C Z ` n Z

的
,

语句 3
.

3 执行 n
次

,

它是 C l , n 3

的
,

故有
:

C O n = 1
T ( n ) =

ZT ( n / 2 ) + C l 二 n 3
+ C Z , n Z n > 1

,

P n > 1

其中 C o
,

C l
,

C Z 为常数
,

解此递归方程 (设 n 一 Zk
) ;

T ( Z
k
) = ZT ( Z

k一 ’
) + C l , n 3

+ C Z * n Z

= Zk T ( 1 ) + C l ( 2
3 k
+ 2 3 ` k一 ’ )

+

…
+ 2 3 ( k一 ` k一 ’ ) )

)

C Z ( 2
, k
+ 2 2 ` k一 ` ’

+

…
+ 2 2 ` k一 `

卜
` ” )

= n `
C O+ C l ` n 3

+ C Z 关 n Z
+ C ( C 为常数 )

= O ( n
3
)

所以算法的执行时间 T ( n) 一 O ( n
3
)级的

。

附 1 典型例题试算结果 (矩阵中
` · ’

表示 。
, ` , ’

表示 1 )
:

例题 1 输入矩阵 (其任务相关图如右 ) 看似无规律
,

但经划分后
,

块之间仅有 四次通

信
。

T h e i n P u t g r a P h 15 :
T h i s 15 o u t p u t

关 . .

…
关 . 爷

二
关 .

…
关 关 关 关 . .

…
0

… …



T 11 en u m br e o fp r o e es s o r
= 4

1上月寸 1111UOū了
Pr O Cse S rO

Pr o e es s o r

O O 6

1 1 4

亡 JOJ, .二一月二r P o e e s s o r Z

P r o e e s s o r 3

2 1 0 12

3 5 9

(负载绝对平衡 )

t h e n e l u s t e r g r a p t h 15 :

1 1 1 0 l

0 1 1 0 0

门 1 1 1 1

0 0 0 1 1 图 1 任务相关图 (无箭头边为双向边 )

t h e n u m b e r o f e o m m
.

i n P r o e e s s o r = 4 4

t h e n u m b e r o f e o rn m
.

b e t w e e n P r o e e s s o r = 4

例题 2 输入矩阵已是对角矩 阵
,

经划分后
,

还是对角矩阵
,

不改变原有性质
,

算法无

付作用
` 阁略 )

。

例题 3 输入矩阵为双对角矩阵
,

经划分 后
,

可以看出结果是最佳的
。

`

T I、 。 i n l; u t g r a p h 15 : t h i s 15 o u t p t一t :

. 关

二

…
铃 . .

… …
关 关

关 关 关 关 关 关 关 . -

. .

…
, 关 梦

二
. 并 关

… …
并 一

祷 一 关 . 并

… …
关 爷 . , 关 关

. .

….

…
赞 补 长 食 、` 关 荟

釜 关 关 井 赞 关 关 .

一
关 祷

二
资 ` .

赞 . 关 .
关

.
补

.

长 一 关
一

关
一

关

长 关 .

二
釜 关 .

- - . - 一 爷 关 关 铸 关 补 爷
-

二
爷

T h e n u m b e r o f P r o e e s s o r = 2

P r o e e s s o r o

P
r o c e s s o r

t h e e l u s r e r

1

0 1 2 3 4

5 6 7 8 9

14 1 5

10 1 1

1 6 1 7

1 2 1 3 ( 负载基本平衡 )

g r a P r h 一、
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1 0 0

0 2 8

t h e n u m b e r o f

t h e n u rn b e r o f

C O l l l n l
。

I n P r O C e S S 0 r =

b e t w e e n P r o e e s s o r =

3 8

C O n 】n l
。 0
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