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大型稀疏线性代数迭代库在 Y H 机上的高效实现
’

何新芳 胡庆丰 王 丽萍 田泽荣

(国防科技大学 电子计算机系 长沙 4 1 0 0 7 3)

摘 要 本文讨论 了大型稀疏线性代数方程组的迭代算法
、

加速方法
、

存贮技术及并行

算法
。

结合向量机特点
,

采取有效程序优化措施
,

开发研制了标量和 向量库程序
.

在 Y H 系

列机上试算结果表明
:

大型稀疏线性代数向量迭代库比标量迭代库速度有较大提高
。

当 N )

1 0 0 时
,

在 YH 一 1 机上加速 比约 2 ~ 8 , 在 YH 一 2 机上约 2 ~ 7 ;
当迭代次数增加时

,

加速比

提高更明显
;
库中共扼梯度 (C G ) 加速方法能有效地加快收敛

,

可减少迭代次数一半以上
。

关祖词 加速比
,

向量
,

标量

分类号 T P 3 1 1
,

0 2 4 1
.
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在许多科学与工程计算中
,

经常遇到求解大型稀疏线性代数方程组的问题
。

求解此

类问题的方法有直接求解和迭代求解两种
。

由于问题规模一般比较大
,

常采取压缩存贮

格式
。

当系数矩阵为带状或块三对角等特殊类型时
,

直接解法和迭代解法都可较容易地

实现并行计算
,

但当系数矩阵任意稀疏时
,

对其压缩存贮格式实现并行求解 比较困难
。

研

究系数矩阵任意稀疏时压缩存贮格式的并行算法
,

并研制出相应的向量或并行计算的应

用软件
,

对充分发挥并行机特点
,

提高此类问题的计算效率
,

有着重要的实际意义和应

用价值
。

本文介绍了在并行算法研究的基础上
,

如何对系数矩阵为任意稀疏时
,

其压缩存贮

格式的标量线性代数计算程序进行算法改造和程序优化
,

开发研制出向量大型稀疏迭代

库
。

1 基本内容

大型稀疏线性代数方程组迭代库主要是针对系数矩阵为一般稀疏和对称稀疏时
,

对

角线元素轻度占优的线性代数方程组
,

采用 Ja co bi 算法
,

逐次超松弛法 (S O R )
,

对称逐

次超松弛法 (s sO R )
,

R s 算法等迭代算法求解
。

为加速收敛
,

对每种算法又采取了不同

的加速方法
,

如 自适应切比雪夫 (S D 加速法和自适应共扼梯度 (C G ) 加速法 ; 以及系

数矩阵为块三对角或带状矩阵时
,

采用预处理共扼梯度法求解
。

整个库包括 JCG (J ac ob i

共扼梯度 ) 法
、

JS I (Ja e o b i半迭代) 法
、

SO R (逐次超松弛 ) 法
、

S SO R C G (对称 S O R
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共扼梯度 ) 法
、

S S O R S I (对称 SO R 半迭代 ) 法
、

R S CG (约减系统共扼梯度 ) 法
、

R S S I

(约减系统半迭代 ) 法
、

IN C G (预处理共扼梯度 ) 法等
。

2 压缩存贮技术

由于在实践中遇到的稀疏线性代数方程组规模很大
,

而其系数矩阵元素大部分是零
,

非零元素一般只占 5 % ~ 20 %
。

若将它们全部存贮
,

需要占用大量空间
.

给求解带来很大

困难
。

本库算法均采用按行列指针压缩存贮技术
。

对原二维系数矩阵 A 的非零元素用三

个一维数组存贮
,

一个一维实数组 A P 用于按行存贮 A 的非零元素
,

一个整数组 JA 存贮

对应于 A P 中非零元素的列标
,

另一个整数组 IA 用于存贮行指针
,

存贮每一行的第一个

非零元素在一维数组 A P 中的位置
。

程序中还设置了一些工作数组
,

用于实现快速元素存

取和并行计算
。

采用压缩存贮格式经常遇到间接存取问题
,

给并行计算带来不便
。

3 并行算法研究及程序优化

要把传统串行计算的稀疏线性代数方程组迭代库改造成并行计算的向量库
,

首先要

研究并行算法
。

我们对原标量库中的串行计算程序进行系统的静态分析和大量的动态测

试
,

找出影响运算速度的核心部分
,

再针对核心部分研究其并行算法及有效的实现措施
。

主要有以下几个方面
:

(1) 在迭代计算中经常遇到类似于稀疏矩 阵乘
、

稀疏矩阵与向量乘
、

求稀疏向量点

积之类的基本核心模块或程序段
。

这类模块在迭代库中有十多个
,

有的模块在多种算法

中被反复调用
。

这些模块计算量大
,

费时多
,

有的在一种迭代算法中竟占计算量的 80 %

以上
,

因此研究此类模块的并行计算及实现是提高迭代库运算速度的关键
。

例如稀疏矩

阵与向量乘模块 PMU L T 被七种算法调用
,

程序如下
:

S U B R O U T IN E PM U L T (N N
,

IA
,

JA
,

A P
,

U
.

W )

IN T E G E R IA ( , )
,

JA (
‘

)

R E A L A P(
*

)
,

U (N N )
,

W (N N )

非对称稀疏矩阵与向量乘

D O 3 0 11 = 1
,

N

IBG N = IA (11)

IE N D = IA (11 + 1 )一
*

S U M = 0
.

D O 1 0 JJ= IBG N
,

IE N D

JA JJ= JA (JJ)

S U M = S U M 十A P (JJ)
‘

U (JA JJ)

W (11) = S U M

对称稀疏矩阵与向量乘

D O 4 0 11 = 1
,

N

W (11) = 0
.

D O 7 0 11= 1
,

N

�U�UJ.上dg



IB G N = IA (11)

IE N D 一 IA (11 + 1 )一 1

U ll= U (11)

W ll= W (11)

IX 〕 5 0 JJ= IB G N
,

IE N D

JA JJ= JA (JJ)

W (11)一W ll+ A P (JJ)
,

U (JA JJ)

5 0 W (JA JJ)= W (JA JJ)+ A P (JJ)
*

U ll

7 0 C O N T IN U E

E N D

上述模块循环体中遇到了间接存取问题
,

计算相关性强
,

无法直接实现并行计算
,

效率

很低
。

为了实现 向量计算
,

我们将上述模块改造如下
:

非对称稀疏矩阵与向量乘
:

D O 3 0 11= 1
,

N

IB G N = IA (11)

IE N D = IA (11+ l )一 1

IJ= IE N D 一 IBG N + 1

C A L L G A T H E R (IJ
,

A A (l)
,

U
,

JA (IB G N ))

3 0 W (11 ) = SD O T (IJ
,

A A (1 )
,

l
,

A P (IB G N )
,

l )

对称稀疏矩阵与向量乘
:

D O 7 0 11 = 1
,

N

IB G N = IA (11 )

IE N D 一 IA (11 + 1 )一 1

U 11 = U (11)

IJ= IE N D 一 IB G N + 1

C A L L G A T H E R (IJ
,

A A (1 )
,

U
,

JA (IB G N )
,

1 )

W (11) = S D O T (IJ
,

A A (1 )
,

l
,

A (IB G N )
,

1 )

C A L L G A T H E R (IJ
,

A A (1 )
,

W
,

JA (IB G N ))

D O 6 0 JJ= IB G N
,

IE N D

6 0 A A (JJ一 IB G N + 1 ) = A A (JJ一 IB G N 十 1 )十A (JJ)
,
U (11)

C A L L S C A T T E (IJ
,

W
,

JA (IBG N )
,

A A (1 ))

7 0 W (11) = W ll

E N D

上述程序段 中 A A (
,

)为增设的临时工作数组
,

G A T H E R
,

S C A T T E
,

S D O T 为新研制

的向量汇编模块 (参见下 [ 2」)
。

改造后的模块完全实现了并行计算
,

当 N 一 50 0
,

M 一 25 。

(N 为稀疏矩阵阶
,

M 为稀疏系数矩阵上半带宽
,

下同 ) 时
,

平均每次调用时间可减少到
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原来的十一分之一以下 (见表 1 )
,

表 1中还列出了另外七个类似模块的运行加速 比
。

(2) 改造串行算法
,

研制高效向量汇编功能模块
。

上文已指出
,

稀疏矩阵压缩存贮后带来了大量的间接存取同题
,

给并行计算带来诸

多不便
。

为实现并行计算
,

首先必须研究并行间接存取技术
,

并研制出并行间接存取模块
。

为此
,

我们根据迭代库 中遇到的各种 间接存取 问题
,

研制了高效向量 间接存取子程序

G A T H E R 和 SC A T T E :

G A T H E R (N
,

A
,

B
,

IN D E X )
,

功能是 实现 向量间接取
,

相当于 A (I) 一 B (IN D E X

(IJ))
,

I= l
,

2
,

⋯
,

N
。

SC A T T E (N
,

B
,

IN D E X
,

A )
,

功能是实现向量间接存
,

相当于 B (IN D E X (I) ) = A

(I)
,

I= l
,

2
,

⋯
,

N
。

其次是对程序段中多次遇到的类似于求点积的程序段
,

如上述循环体 中的 SU M -

S U M 十A P (J J)
,

U (J A JJ)
,

就是求点积
。

对此
,

我们结合并行机特点
,

充分利用向量功能

部件
,

链接技术
,

循环特性及硬指令等
,

便用分段法分别研制出在 YH 一 1及 YH 一 2高效

运行的向量汇编模块 S D O T
。

可调用 S D O T 代替类似 于求点积的程序段
。

这样处理的结

果有效地提高了整库的运行效率
。

表 1中给出了稀疏矩阵运算的标量和向量模块在 Y H 一 1机上运行时间及加速 比
,

在

YH 一 2机上类同
。

表 2
,

t
, 、

t
,

单位为秒
,

力口速比
S 。
一

会
,

符号意义下同
。

(3 ) 程序优化

我们采取的优化措施有以下几点
:

a
.

凡是能用向量语句描述的循环体和表达式
,

一律用强行向量化的标量语句描述
。

b
.

子程序插入
,

对迭代库中主模块和子模块经常调用的一些功能模块
,

如数组或向

量运算
,

向量赋值
,

交换等功能模块
,

一律改造成强行向量化的标量语句
,

直接插入到

调用该模块的程序段中
,

实现 向量运算
。

。
.

进行循环体分割
,

从而达到实现循环体中条件语句 向量化
。

如对程序段
:

D O 5 0 1 = IB G N
,

IE N D

JA I= JA (I)

IF (JA I
.

G T
.

K ) G O T O 4 0

T E MP Z = T E M PZ一 A P (I)
二

W l(JA I)

G O T O 5 0

4 0 T EM P I = T E M P I一 A P (I)
,

W I (JA I)

5 0 CO N T IN U E

可增设临时工作数组 A A (
,

)
,

调用间接取模块
,

改造为
:

C A LL G A T H E R (IJ
,

A A (1 )
,

W l (1 )
,

JA (IB G N ) )

D O 5 0 1 = IB G N
,

IE N D

A A (I一 IB G N + 1 )一 一 A P (I)
,

A A (I一 IB G N + l )

T E M P I一 T E M P I十 C V M G T (A A (I一 IBG N + 1 )
,

T E MP Z = T E M PZ十 CV M G T (A A (I一 IB G N + 1 )
,

JA (I)
,

JA (I)
,

L E
,

K )

l_ E
,

K )



4 效能和算法分析

为了确保大型稀疏线性代数并行迭代库正确可靠运行
,

我们在开发研制向量库的同

时还研制出了相应的测试库
,

用于测试各种算法和程序运行的正确性以及各种情况下的

运行效率等
。

利用测试库进行 了大量的数据试验
,

测试结果表 明
:

向量库与标量库各种算

法的迭代次数与计算精度完全一致
,

但向量库运算速度快
,

效率高
。

有些算法向量库与标

量库加速 比高达7 ~ 8
。

表2中列出了 N 一 70 0
,

上半带宽 M 一 25 0时
,

各种算法在 Y H 一 1和

Y H 一 2机上标量与向量的运行时间
、

迭代次数及加速比
。

从表 2中可看出
,

随迭代次数增

加
,

加速比增大
。

共扼梯度加速法较切比雪夫半迭代加速法能更有效地加速收敛
,

通常情

况下
,

共扼梯度加速法可减少迭代次数一半以上
。

表 3中列出了向量库和标量库在 Y H 一 1

机及 Y H 一 2机上整库运行情况
。

表 3中数据说明向量库 比标量库运行速度快
,

效率高
。

当

N = 5 0 0
,

6 0 0
,

⋯
,

1 0 0 0
,

而 M = l
,

1 0 0
,

30 0时
,

整库 (包含十四种算法
,

三种带宽 ) 运

行时间总和的加速 比
,

在 Y H 一 1机上平均 4
.

5
,

在 YH 一 2机平均为 5
.

1
。

表 l 稀疏矩阵标 t 和向t 运算模块在 YH 一 1机上运行加速比

N = 5 0 0 M = 2 50 N = 8 0 0 M = 4 00

模块 名
标量 t,

向量 tv 标量 t 。 向量 t 、

PB B E T A

PSS O R I

PFSO R

P V T B V

PM U L T

U N SC A I

PJA C

PR SB L K

1
.

6 1 5 6 6 5

1
.

5 5 9 7 3 9

0
.

7 7 9 2 3 3 9

0
.

7 7 7 9 2 5

0
.

7 7 8 5 1 7

1
.

1 4 8 7 9 8

0
.

7 7 7 0 1 7

0
.

2 6 0 5 1 2

0
.

1 3 7 92 3

0
.

1 4 5 93 6

0
.

0 7 2 6 12

0
.

0 7 0 3 97

0
.

0 7 0 48

0
.

0 9 4 16 1

0
.

0 7 1 96 6

0
.

0 2 9 76 4

加速比 s p

1 1
.

7 1

10
.

69

10
.

73

1 1
.

0 5

1 1
.

0 6

::
‘

:
8

.

75

4
.

12 7 5 9 8

3
.

97 0 2 6 4

1
.

98 3 4 1 9

1
.

98 3 2 4

1
.

98 7 4 1 4

2
.

92 4 0 9

1
.

98 2 0 2

0
.

6 63 2 7

0
.

3 15 2 1 1

0
.

2 9 9 8 1 8

0
.

14 9 2 8 5

0
.

14 5 7 4 8

0
.

14 5 6 2 5

0
.

2 1 7 3 9 2

0
.

14 8 4 3 3

0
.

0 6 1 5 1 3

加速 比 如

13
.

0 9

13
.

2 4

1 3
.

2 9

1 3
。

6 1

1 3
.

6 5

1 3
.

4 5

1 3
.

3 5

1 0
.

78

表 Z N 一 7 0 0
,

M 一 25 0时向 t 和标 t 库运行情况比较

标量库运行时间 (秒 ) 向量库运行时间 (秒 ) 加速比

模块名

Y H 一 l (T 一 ) YH 一 2 (T Z :

) Y H 一 1 (T
z ,

) Y H 一 2 (T 一
,

)
Y H 一 l

T 一 / T lv

Y H 一 2

T z .

/ T : v

迭代次数

幽b月匕月了J任J恃n

⋯
nn丹I一j3 7

.

8 3

6 9
.

6 5

1 2
.

8 4

3 0
.

4 0

4 9
.

4 4

5 4
.

1 2

5 2
.

3 5

8 7
.

9 5

3 6
.

8 6

5 0
.

7 4

2 8
.

2 5

3 3
.

4 7

1 1
.

5 7

1 5
.

2 3

13
.

5 9

2 2
.

2 3

4
.

4 2 1

9
.

4 3 4

1 5
.

8 8

17
.

4 1

17
.

1 1

2 6
.

14

1 1
.

7 2

14
.

9 3

9
.

0 8 9

10
.

5 2

3
.

4 8 5

4
.

4 0 1

1 0
.

9 4

9
.

33 9

4
.

16 7

5
.

6 9 4

1 0
.

5 8

7
.

92 1

9
.

14 6

1 4
.

13

8
.

3 9 8

1 0
.

6 8

6
.

0 7 1

7
.

8 6 5

4
.

2 18

5
.

70 5

3
.

2 7 1

2
.

7 1 2

1
.

15 7

1
.

4 73

3
.

0 55

2
.

2 2 3

2
.

7 3 5

4
.

1 28

2
.

3 7 3

2
.

8 34

2
.

0 1 7

2
.

1 14

1
.

0 70

1
.

3 14

: ::
6

.

8 3

5
.

7 2

6
.

2 2

4
.

3 9

4
.

7 5

4
.

6 5

4
.

2 6

2
.

7 4

2
.

6 7

4
.

1 5

8
.

2 0

3
.

8 2

6
.

4 0

5
.

20

7
.

82

6
.

2 6

6
.

3 3

4
.

9 4

5
.

2 7

4
.

5 1

4
.

9 8

3
.

2 6

3
.

3 5

49491338183820201010212255对称 JSI

非对称 JSI

对称 JC G

非对称 JCG

对称 SO R

非对称 S O R

对称 SSO R SI

非对称 SSO R SI

对称 SSO R C G

非对称 SSO R C G

对称 R SS I

非对称 R SS I

对称 R SC G

非对称 R SC G
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表 3 向t 库和标 t 库整库运行情况比较

标量运行时间 (秒 ) 向量库运行时间 (秒 ) 加速 比
N

Y H 一 l (T 一 )

5 5 4
.

5 2 7

7 3 0
.

3 4 7

8 7 9
.

6 8 4

10 3 3
.

6 2

12 1 6
.

6 6

13 9 9
.

3 2

Y H 一 2 (T Z:

) YH 一 l (T l
,

) Y H 一 2 (T Z
v

) T , .

/ T , ,

T 2 .

/ T Z -

,do�b巴」n,1110自
.

⋯

O�二JQ�O自扣a,自左
‘

左
且匕JUJ

..

⋯
月气J冷日络J任J悟5 0 0

6 0 0

7 0 0

8 0 0

9 0 0

10 0 0

1 7 5
.

8 4 6

2 3 1
.

0 4 6

2 7 8
.

2 7 2

3 2 7
.

9 9 5

3 8 5
.

6 8 4

4 4 5
.

9 0 6

1 2 9
.

3 1 5

1 6 4
.

2 5 5

1 9 5
.

8 8 5

2 2 8
.

5 5

2 6 7
.

1 9

3 0 3
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