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v a n d e r P ol 振子在负反馈作用下的动力性态分析
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摘 要 本文从非线性振动理论和反馈控制论的角度研究了 va n de
r P ol 振子在负反馈

作用下的动力性态
,

用中心 流形法和形式级数法分析了 va
n

de
r P ol 振子 的局部稳定性和

H o p f 分叉行为
,

用 R u n g e 一 K u t at 法给出了仿真结果
。

关镇词 非线性
,

负反馈
,

动力性态

分类号 0 3 2 2

在非线性振动研究领域中
,

振动系统的主动控制越来越受到人们的重视
。

由于非线

性振子的运动状态与初始条件和系统参数有关
,

其动力行为十分复杂
,

而控制系统要达

到可控的目的
,

对其进行运动稳定性分析又是一件必不可少的工作
。

因此
,

研究非线性

振子在控制系统作用下的动力性态将具有十分重要的意义
。

本文将研究 va n
de

r P ol 振子

在 IP D ( 比例 一积分一微分 ) 控制器作用下的动力性态
。

v a n de r P ol 方程 lj[ 是荷兰物理学家
v a n d e r P ol 在研究电子管振荡电路时提出的一

个著名方程
,

其形式为
:

汾 一 ￡ ( 1 一 x Z
)才 + x = O ( 1 )

它是一个典型的非线性振子
。

对小的 。 ,

人们已用解析法求出了其近似解析解
。

文 [ 2〕研

究了参数激励下广义
v a n d e : p o l 振子的分叉行为以及 M a t h i e u 一 v a n d e r P o l 方程和 v a n

de : P ol 一 D u ff in g 振子的随机振动与分叉行为
。

然而
,

研究其在负反馈作用下的动力性态

至今尚未见报导
。

虽然 自本世纪 60 年代以来
,

现代控制理论得到了很大发展
,

但经典反馈控制论提出

的 P I D 控制器在工程应用中仍 占很大比重
。

其原因不仅在于这种控制器结构简单
,

物理

意义明显
,

调整方便
,

而且这种控制器稳定性较好
,

可靠性高
,

具有较强的鲁棒性
。

1 问题描述

闭环控制系统如图 1所示
。

记系统误差信号为
` ( : ) ~ x 。 )

一 x (t )
,

其中 x 。 )

为参考输

入信号
。

IP D 调节律的一般形式为
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川ō ||J `

u(t )
d e(t )

. ,

f
`

= ” 户e 咬̀ ’ 十 左d

习万 + 左
,

l
。 e 戈̀ ’ “ `

( 2 )

式 中 k , 、

k己
、

k
:

分别为比例
、

微分
、

积分系

数
。

进一步可将 ( 2) 式化为

u ( t ) 一
( : ) 一 (*

, X + * ·
, + *

,

{;
X d ,

( 3 )

二…
.

吧淮逻
图 1

式中
:

(t ) =
(`

户了
r

+ ` d X
二

+ `

丁
。艾

r

d , 表征参考输夕
·
信号

。

( 3 )式与 ( 1 ,式联立得

汾 + b二 + a 沈 + ￡ x Z毖

其中 乙 = z + k户
, a = k己 一 ` ,

k = k` ,

夕 =

0
,

将 ( 4) 式化为状态空间描述形式即得

{;
X d ,

~ (r )t 一 k y

令 x l
一 x

,

几 一 X
,

X 3 = y
,

并置
r (t ) -

一 X Z

- 一 b x 、
一 a x :

一 k x 3
一 红 {介 ( 5 )

飞盈,̀人」X
.

X
.

Xr
l|se悦11
、

问题化为分析 戈一 F x( )确定的动力系统的定性行为
。

2 局部稳定性分析

( 5) 式描述的系统具有唯一的不动点 X
。
一 ( 0 , 0

,

o ) T ,

( 5) 式的线性化近似系统为

戈 = D F ( 。 )
X ( 6 )

其 中

0

一 k

O 0

.

力

01 2

一一FD

( 6) 式对应的特征方程为

又3
+ a 只2

+ b又+ k ~ 0 ( 7 )

负反馈保证 了 称> 0
,

肠> o
,

截> .0

当 。 一 k`
一 。 < O 时

,

由 R o u t h
一

H u r w i tz 判据知平衡点为不稳定平衡点
。

当
a = 走

d
一 : > o 时

,

此时有
a > o

,

b > o
,

走> 0
.

据非线性动力学理论和 R o u t h 一 H u r -

w it z
判据可得如下结论

:

记 产一 ab 一 k
.

( l) 当 产> 。 时
,

平衡点是渐近稳定平衡点
;

( 2) 当 产 < O 时
,

平衡点是不稳定平衡点
;

( 3) 当 产~ 0 时
,

特征方程 ( 7) 的三 个特征根分别为

又、 2
一 土 i 丫飞

- ,

又。
- 一 k /b

此时
,

X
,
= ( o

,

o
,

o )
T

是线性近似系统 ( 6 )的中心
,

闭环系统 ( 5 )发生 H o p f 分叉
。

下面用中

心流形法川进行降维分析
。
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作可逆变换 X一 Y T
,

其中

_

{
。

汀
一

叫
了

’

一

}
一 ” 。 ` ’

/”
’

}
L 1 0 I J

Y 一 ( y l ,
y : ,

y 3
)

T

并记 。 = IT I= (掩
,
+ 占

,
) /占 了万

,

( 5 )式化为

一

二
, 2

+

乎
· (

二
, 2

一
, 3

)
2
(一 , 3

一 。 , 1
)

一 汀
, 1
一

矗
· (

汀
, 2

一
, 3

)
2
( a Z , 3

一 。 , 、
)

( s a )

( s b )

· , 3
一

乎
· (

二
, 2

一
, 3

)
2
(一 , 3

一 。 , 1
)

( s c )

,̀丹̀内」

·

y
.

y
.

y

fJ||||||人||||||l

心流形 y
3
一 h ( y , ,

y Z
)过原点且与 y 。

一 0 平面相切
。

在 中心流形上可得下列定性等价方中程

J
文 一 为 一 ` ;勺执 +( 高于三次的项 ’

t夕
:

- 一 y
l

+ 。毛` yl y l + (高于三次的项 )
( 9 )

其中叫> 。
,

哄> 0
.

现用形式级数法 [’1 来研究该蜕化系统
。

设 F ( y
, ,

, 2
) 一 , f+ , ;+ 艺 F `

( y , ,
, 2

)
,

F
,

( y , ,
, 2

)为 , , ,
, 2

的 、 次齐次多项式
。

在

d F S F
二

a F
_

丽 一 瓦 yl 十 苏为

中令三次项为零
,

可得 F 3
( y , ,

脚 ) 一 。 ;

令四次项为零后并引入 y :
一 y 。。 5 8

,
y :
一 ys in o 得

d F 。
( e o s 夕

, s i n 夕)

d夕
= 2￡ (。 {e o s 2

8s i n Z
夕一 哄 e o s s s i n 3

口)

由于
丁:

’ 。。 · ” 9 一̀ “ d “ 一 。
,

{:
’

一
’ “ S`一 d6 “ > 。

,

故取 C
4

-
。。圣

{:
` 。 。一“· ǹ ’

d6 “
,

’ p ,`蜕化系

统 (9 )可选取 V ( y , ,
y Z

) 一丈+ 贝十 F ;
( y , ,

y Z
)

。

V ( y
, ,

y
Z
)在 (0

,

0) 的一个邻域内连续
、

可微
、

正定
,

且

J V _
, 。 . , 、 。 . , * 。

一 “ 一一 一一
、

丽一认 又叭十关 )
`

十 L脚
,

为 阴 力 伏向丁 4 阴伙少

因为 C 。

< 0
,

故平衡点是渐近稳定焦点
。

3 数值仿真

为了证实以上理论分析
,

进行了一系列数值仿真
。

数值仿真中采用四 阶 R u
gn

e 一 K ut at

方法
,

步长取 。
.

01
.

图 2 为 产一 o 时
,

系统仿真示意图
。

图 3 ( a )
、

3 ( b) 分别为 产> o 时
, ￡一 1

.

0 和 。一 10
.

o 情况下系统仿真示意图
。

图 4 为 产 < o 时系统示意图
。

从图中可以看出
,

理论分析正确
,
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而且 ` 的变化不影响控制效果
。
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4结束语

对于单纯的 v and er Pl o振子
,

当 。 < 2 时
,

其平衡点是不稳定焦点
; 当 。 > 2 时

,

平

衡点是不稳定结点
。

该系统的静止状态是不稳定的
。

系统任意小的扰动都将导致一个稳

态的周期运动
。

该运动的振幅与初始条件无关
。

系统对平衡位置的偶然小的偏离也是不

可避免的
。

因此
,

系统总激发 出一个稳态的 自激振动
。

在 IP D 控制律作用下的 va n
de

r P ol

振子
,

只要适当选取控制器增益系数
,

系统的平衡位置保持稳定
。

这就达到了控制其稳

定平衡状态的 目的
。

本文将非线性振子与控制器结合起来研究
,

主要 目的是
:

为综合设

计非线性振动系统的主动控制器提供 一些有益的思路和方法
。
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T h e D y n a m i e a l B e h a v io u r A n a l y s i s o f

t h e v a n D e r P o l O s c i l l a t o r w i t h t h e N e g a t i v e F e e d b a c k

S u n P i z h o n g

( D e p a r t m e n r o f A s t r o n a u t ie T e e h n o l o g y
,

N U D T ,

C h a n g s h a ,

4 1 0 0 7 3 )

A b s t r a e t

I n t h i s p a p e r , t h e d y n a m ie a l b e h a v i o u r o f t h e v a n d e r P o l o s e i l l a t o r w i t h t h e n e g乓
-

t i v e f e e d b a e k 15 s t u d i e d b a s e d o n t h e n o n l i n e a r d y n a m i e s a n d t h e f e e d b a e k e o n t r o l t h e o -

r y
.

T h e l o e a l s t a b i l i t y a n d H o p f b i f u r e a t i o n b e h a v i o u r a r e a n a l y s e d b y t h e e e n t e r 一m a n i
-

f o l d m e t h o d a n d f o r
m a l

一

S e r i e s m e t h o d
.

T h e e a l e u l a t i o n r e s u l t s a r e b r o u g h t a b o u t b y

R u n g e 一 K u t t a m e t h o d
.

K e y w o r d s n o n l i n e a r i t y
, n e g a t i v e f e e d b a e k

,

d y n a m i e a l b e h a v io u r
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