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摘 要 ^ n d re ws
在 ((A n一 n to r du c tio n to

M
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m
a ti c a一 Lo g ie a n d Ty pe T he o ry

:
To

Tu r th T ho r
u g h Po o r f》 一书 中给 出的语义树方法是一种能直接适用于句子集的反驳方法

,

但

其中关于语义树方法的可靠性和完备性定理 ( 32 01 ) 及其证明是错误的
。

本文通过例子指出

并纠正 了这 一错误
,

同时对修正后的可靠性和完备性定理给出了详细的证明
。
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用 R o b i n s o n 提 出的归结原理 ( R e s o l u t io n P r i n e i p le ) 对所给句子集进行反驳时
,

事

先必须进行前束化
、

s ko le m
.

化和合取范式化等变形预处理
,

这样不仅引入了大量的冗余
,

而且得到的子句集将会丧失原句子集的一些基本的逻辑结构特征
,

从而使得反驳的构造

过 程复杂化
。

关于这一点
,

A nd er w S

在文 [ 2」中进行了充分的说明和论证
,

并且在文献

[ 1」中给出了一种不同于归结原理的反驳方法— 语义树方法
。

该方法具有
“

自然推理
”
风

格
,

且无需对所要反驳的句子集进行前束化
、

S ko le m 化和合取范式化等变形预处理
,

保

持了其结构特征
,

因而整个反驳过程显得直观而 自然
。

但文献 [ 1」中关于语义树方法的可

靠性和完备性定理 ( 32 01 ) 及其相应证明是错误的
。

本文通过例子指出并纠正了这一错

误
,

同时对修正后的可靠性和完备性定理给出了详细的证明
。

1 预备知识

本文所使用的一阶谓词逻辑形式系统 夕
,

其语言部分的符号分为逻辑符号和非逻辑

符号两大类
。

逻辑符号包括
: i ) 逻辑联结词

:

一和 V ; ii) 量词
:

V ; iii ) 辅助符号
:

(和 ) ; iv) 个

体变元
: x ,

y
, z ,

… (可数无穷多个 )
。

非逻辑符号包括
:

i) 个体常元
: a ,

b
, c ,

… ( 任意多个 ) ; ii) 函数常元
:

对每个
n

) 1
,

都有任意 多个
n 元函数常元

; iii ) 命题常元
:

p
,

q
, r ,

… (任意多个 ) ; iv) 谓词

常元
:

对每个
n ) 1

,

都有任意多个
n 元谓词常元

。

本文基本上沿用文献 [ 1 ]中的符号和术语
,

逻辑联结词 八
、

D
、

二和存在量词日是作
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为缩写引入的
。

我们用 丫 (厌 )
、

丫
。

(, )
、 、

了 (厌 )
、

犷 (了 )和
·

犷
。

(萝 )分别表示了 的合

式公式集
、

句子集
、

原子公式集
、

项集和无变元项集
。

若项 t对于合式公式 A 中的
x 是

可代入的
,

则将其代入结果记为 S于A
。

出于下文证明语义树方法完备性 的需要
,

我们在此给出抽象协调类的概念以及著名

的 S m ul ly a n
合一定理

,

详情及有关证明见文 [ 1
,

3〕
。

定义 1
.

1 设 崔扮
夕

里 2丫 0( 月
。

如果
、

卿 满足条件
:

若 l
’

,

里 l
’
2

且 1
’
: 〔

、

卿
,

则 l
’
,
任梢扮

。

就称
、

罗 具有子集性质
。

定义 1
.

2 若 褚护
,

二 2丫
。 (夕 ’

满足以下条件
:

1
。

崔沙
,

具有子集性质
;

o2 如果 l
’

任崔扮 且 A
,

B 任丫
。
(

·

夕 )
,

则有
:

a ) 若 A 任 J 了 (夕 )
,

则 A 告 l’ 或一 A 告 l
’

;

b ) 若一一 A 任 1
’ ,

则 l
’

U {A }任
、

罗
,

;

C ) 若 A V B 任 l
’ ,

则 l
’

U {A }任
咬

考
,

或 l
’

U {B }任
今

卿
;

d ) 若一 ( A V B ) 任一
’ ,

则 l
’

U {一 A
,

一 B }任
,

罗
;

e ) 若V x A 〔 一且 t 任了
。
(萝 )

,

则 一
’

U { S奢A }任
呢

砂
夕 ;

f) 若一 V x A 任 l’ 且个体常元
a 不在 r 中出现

,

则 f U {~ S雪A }任
吧

拿
夕。

就称少
,

为抽象协调类
。

定义 1
.

3 设 1
’

互丫 (了 )
。

i) 若 1’ 中不含个体常元
,

则称 I’ 为纯的 ;

ii ) 若有 # 罗 (了 ) 多个个体常元不在 r 中出现 ; 则称 f 为充分纯的
。

定理 1
.

115 〕 若厌 中个体常元最多 (即个体常元的个数不少于个体变元的个数
、

函

数常元的个数
、

命题常元的个数和谓词常元的个数 )
,

则每个有穷集 l
’

二了 (萝 )都是 充分

纯的
。

定理 1
.

2 (S m ul l y an 合一定理 ) 设
、

爹
,

是抽象协调类且 l
’

e
咬

拿
, 。

若 r 为充分纯的
,

则 l
’

有模型
,

因而是协调的
。

2 语义树

语义树是按照某种规则在有向二叉树的每个结 点上都标记有一个合式公式而构成

的
。

关于有向二叉树及其有关概念
,

诸如根
、

叶
、

分枝
、

结点
、

子结点
、

父结点和祖先

等等
,

均可在图论的有关著作中找到
,

下面仅给出语义树的形式定义
。

定义 2
.

1 若 l
’

呈丫 (了 )
,

则 1
’

的语义树可归纳定义如下
:

i) 根标记为 l
’

中元素的单结点树为 l
’

的语义树
;

ii ) 若 T 为 l
’

的语义树
, u
为 T 的叶且 百 为 u

或
u
的祖先

,

则按下列规则之一从 T 导

出的树 ,1’ 为 I
’

的语义树
:

H yP (前提引入规则 )
:

从
u 连接一个标记 为 l

’

中元素的新叶
v ;

一 一 (双重否定 消去规则 )
:

若 百 标记为 ~ ~ A
,

则从 u
连接一个标记为 A 的新叶 v ;

八 (合取消去规则 )
:

若 。 标记为一 ( A V B )
,

则从
u
连接一个标记为一 A 或一 B 的新
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口十
v;

V (析取消去规则 )
:

若 百标记为 A V B
,

则从
u
连接两个分别标记为 A 和 B 的新叶

v :

和 v Z ;

V l (全称指定规则 )
:

若 百 标记为 V x A 且项 t 对 A 中的
x 是可代入的

,

则从
u
连接

一个标记为 S矛A 的新叶
v ;

日 I (存在指定规则 )
:

若 百 标记为~ V x A 且个体常元
a 在 r 和 T 中均不出现

,

则从
u
连接一个标记为一 S尝A 的新叶

v 。

显然
,

一个合式公式可以被标记在一棵语义树的多个不同的结点上
。

例 i 若 一 {日 v
V

x P ( x , v )
,

V x ( S ( x ) 。 日 y Q ( y
, x ) )

,

V x V y ( P ( x ,

y ) 。 一 Q ( x ,

y ) )
,

V u s ( u ) }
,

则可构造 I
’

的一棵语义树 T (如图 1所示 )
。

V y ( P ( b
, y ) D 一Q ( b

, y ) ) /V I
:

一 P ( b
, a ) V 一Q ( b

, a ) /V I
:

L

一Q ( b
, a

) / V
:

0

O 和 0

0 和 0

图 l r 的语义树 T



为了便于了解语义树的实际构造方法
,

我们特别在 T 的每个结点所标记的合式公式

后面注明了所使用的规则和根据
,

这些并不属于语义树 T
。

定义 2
.

2 设 T 为 f 里丫 ( g )的语义树
。

i) 设 日为 T 的分枝
。

若存在 A 任 g (夕 )使 日包含两个分别标记为 A 和 ~ A 的结点
,

则称 母为闭的
,

并在 母的叶下面标注符号口
。

ii ) 若 T 的每个分枝都是闭的
,

则称 T 为闭的
。

显然
,

例 1 中所构造的语义树 T 为闭的
。

如果语义树 T 为闭的
,

则称 T 为闭语义树
。

下面
,

例 2 设 厌 至少含有可数无穷多个个体常元
,

P 和 Q 为两个不同的一元谓词常元
,

f 为一元函数

常元
。

当取

1T = 友V x P ( x )
,

~ V 少P ( f (夕 ) ) }
,

T :
= l

’
I

U {Q ( a ) }a 为了 的个体常元 }

时
,

显然 l’ l

二 l
’
2

且 I’ 2

无闭语义树
,

但我们却可以构

造 l
’
l

的一棵闭语义树 T
;

(如图 2 所示 )
。

3 可靠性和完备性

我们主要讨论闭语义树
。

一 V y P ( f ( y ) ) /H y P

一 P ( f ( a ) ) /〕 I
:

①

V
x P ( x ) /H y P

P ( f ( a ) ) /V l
:

③

①|句土.
les。口0

在证明语 义树方法的可靠性和完备性定理之

前
,

我们先给出两个引理
。

引理 3
.

1 设 l
’

二 g (了 )且 A 任 l’
。

若 r 有闭语义树
,

i) 根标记为 A ;

④
图 2 1

’ 1

的语义树 lT

则 l
’

必有闭语义树满足
:

ii) 不再含有由规则 H yP 引入的标记为 A 的非根结点
。

根据语义树的定义易证本引理
,

其详细证明见 [ 3〕
。

引理 3
.

2 设 , 中个体常元最多
。

若令
:

矛一 l{
,

二 g
。
(了 )lI

,

为有穷集且 ;
,

无闭语义树 }
,

则矛为抽象协调类
。

证明 因为挤 中个体常元最多
,

所以 夕
一

中至少含有可数无穷多个个体常元
。

lo 设 1
、
,

里 1
,
2

且 l’ 2 〔矛
。

首先由 1
,
2 〔承可知

,
1

,
2

为有穷集且无闭语义树
,

从而由

l’ l

互 1
’
2

可知 l’ :

为有穷集
。

若 l
’
,

有闭语义树 T 且 a , ,

…
, a 。

为 T 中所有 由规则」 I 引入的

个体常元
,

当用在 l
’
:

和 T 中均不出现的新个体常元
a
;

,

…
, a 认 ( 因为 l

’
:

为有穷集且 ,
至少含有可数无穷多个个体常元

,

所以这样的
a
;

,

…
, a认必存在 ) 分别替换 T 中的

a , ,

…
,

a 。

时
,

就可获得 1
’
:

的闭语义树
,

这与 l
’
:

无闭语义树矛盾
,

所 以 l’ :

无闭语义树
。

因此 l’l

任矛
,

这表明矛具有子集性质
。

o2 设 r 任矛且 A
,

B 任丫
。
(夕 )

,

则 ,
·

为有穷集且无 闭语义树
。

a ) 若 A 任
公

了 (了 )
,

则由 1’ 无闭语义树可知
,

必有 A 告 1
’

或一 A 在 l’a

b) 设
一

A 任 1
· 。

若 1
·

U { A }告矛
,

则由 1
,

U {A }为有穷集可知
,

,
·

U { A )必有满足引

理 3
.

1的闭语义树 T (根标记为 A )
。

从 T 的根 向上连接一个标记为一 ~ A 的新根所得之

树 T’ 显然为 1
,

的闭语义树
,

这与 ,
,

无闭语义树矛盾
。

所以 ,
,

U {A }任矛
。
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c )设 Av B 任 ,
, 。

若 l
,

U {A }告矛且 ;
,

U {B }告矛
,

则由创门均为有穷集可知
,

它们

分别有满足引理 3
.

1 的闭语义树 T
,
(根标记为 A )和 T

Z
(根标记为 B )

。

显然
,

以标记为 A

V B 的新结点为根且以 T ,

和 T :

为左右子树而构成的树 T
,

就是 T 的一棵闭语 义树
,

这与

。 无 闭语义树矛盾
。

所以必有 l
,

U {A } 任矛或
r U { }B 任矛

。

d) 设一 ( A v B ) 任 T
。

若 r U {一 A
,

一 B} 告矛
,

则由 : U {一 A
,

一 }B 为有穷集可知
,

它

必有满足引理 3
.

1 的闭语义树 T (根标记为 ~ A )
。

从 T 的根 向上连接一个标记为一 ( A V

B )的新根
,

就可获得 T 的一棵闭语义树
,

这与 1
’

无闭语义树矛盾
。

所以必有 l
’

U {一 A
,

一

B )任
、

沙
。

e ) 设 v x A 任 T 且项 t 任
.

犷
。
(厌 )

,

此时 S : A 为句子
。

若 ,
,

U { S 于A }告矛
,

则 由 f U

{ S李A }为有穷集可知
,

它必有满足引理 3
.

1 的闭语义树 T (根标记为 S于A )
。

从 T 的根 向上

连接一个标记为 V x A 的新根
,

就可获得 l
’

的一棵闭语义树
,

这与 I
’

无闭语义树矛盾
。

所

以必有 T U { S : A }任奢
。

f) 设 一 v 、 A 任 T 且个体常元
a 在 1

·

中不出现
。

若 1
·

U {一 S雪A }告奢
,

则 由 f U {一

S雪A }为有穷集可知
,

它必有满足引理 3
.

1 的闭语义树 T (根标记为一 S雪A )
。

从 T 的根向

上连接一个标记为一 V x A 的新根
,

就可获得 l
’

的一棵闭语义树
,

这与 1
’

无闭语义树矛盾
。

所以必有 ,
,

U {一 S雪A }任孑
。

综上所述
,

矛确为一个抽象协调类
。

定理 3
.

1 ( 可靠性定理 ) 若 l
’

里丫 (厌 )有闭语义树
,

则 T 为不可满足的
。

证明 假定 l
·

为可满足的
,

则不难由关于 厂 的语义树之结构归纳法知道
,

对 T 的每

棵语义树 T
,

均有 T 的一个分枝 母使 {A 任丫 (夕 ) }俘有标记为 A 的结点 }是可满足的
。

因

此 T 不是闭的
,

这与 T 有 闭语义树相矛盾
,

所以 T 为不可满足的
。

例 3 对例 2 中的 T ,

和瓜
,

因为 T 、
有闭语义树

,

所以 T :

为不可满足的
,

从而由 lT

里2T 可知
,

T :

必为不可满足的
。

但 T :

无闭语义树
,

因此定理 3
.

1 之逆命题 不成立
,

故

「1 ]中定理 ( 32 01 )及其证明是错误的
。

定理 3
.

2 (完备性定理 ) 设厌 中个体常元最多且 T里丫
。
(厌 )为有穷集

。

若 T 为不

可满足的
,

则 T 有闭语义树
。

证明 假定 T 无 闭语义树
,

则由 T 为有穷集知 T 任矛
。

但了 中个体常元最多
,

根据

定理 1
.

1
,

则 T 为充分纯的
,

所以由 Sm ul l ya n
合一定理可知 T 为协调的

,

这与 T 为不可

满足的矛盾
,

因此 T 必有闭语义树
。

推论 l 设厌 中个体常元最多且 I
’

互丫
。
(夕 ) 为有穷集

,

则 T 为不可满足的当且仅当

T 有闭语义树
。

这显然可由定理 3
.

1 及定理 3
.

2 直接推出
。

在实际应用中
,

我们只能处理有穷集 T二丫
。
(挤 )

,

而且我们也总假定夕 中个体常元

最多
,

否则可改用 了 的保守扩张
。

因此
,

上述定理及推论指出
,

可用构造 闭语义树的方

法证明
:

i) 有穷集 T二 g
。̀

(夕 ) 是不可满足的 ;



ii ) .A〔 了
。

(, )是不可满足的
;

iii ) A任丫 (厌 )是有效的 (等价于 V A〔 丫
。
( , )是有效的 )

。

而且这种方法既是可靠的
,

又是完备的
。

4 结束语

本文介绍了一种能直接反驳句子集的语 义树方法
,

并澄清 了文 [ 1 ]中的错误
,

同时对

修正后的完备性定理给出了详细的证明
。

与通常的归结方法相比
,

语义树方法对所要反

驳的句子集无需进行任何变形预处理
,

保持了其结构特征
,

因而整个反驳过程显得直观

而 自然
,

具有一定的智能特征
。

在某些复杂的情况下
,

特别是在人机交互的条件下
,

语

义树方法可能 比归结方法效率更高
,

能迅速地找到反驳
。
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