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天平模型中的二坏元问题
’
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( 国防科技大学系统工程与数学 系 长沙 4 10 0 7 3)

摘 要 给出了坏元问题的一般定义
,

引进了有关概念
,

叙述了搜索方案最优性的五个

等级
。

重点对双试验下的二坏元问题中天平模型作了研究
,

证明了一 系列引理与定理
,

提出

了一个搜索方案
,

证明了它是依测度最优的
。

文章最后指出该方案不是一致最优的
,

并猜测

信息论最优的搜索方案是存在的
。

关链词 组合数学
;
计数

;
坏元问题

分类号 0 1 5 7
.

1

如下的问题见诸于智力测验中
:

27 个形状大小完全一样的小球
,

其中有一个比其它

的轻
。

今有一架天平
,

请你经过三次称量将该小球找出
。

上述问题并不难解
,

但若条件稍加变化
,

难度就可能增加不少
。

例如不知特殊小球

是重还是轻
。

这类 问题有很多变形
,

从而引申出称为
“
坏元

”
问题的一大类问题

。

例如球的数量
,

特殊球的个数
,

所用测试工具与测试方法 (不一定是天平 ) 等等
。

这类问题的基本特征

是
:

(1 ) 已知一个集 X
,

其中含有一个未知子集 D
,

D 中之元称为坏元
,

具有某种性质

尸
.

( 2) 存在一种测试性质 P 的方法
,

测试的对象是 X 的一个或多个子集 (在上述天平

问题中测试对象即 X 的二个不相交的子集 X
I ,

X
Z
)

.

( 3) 每次测试可能有不同的结果 (例如天平平衡
,

左边轻
,

右边轻三种结果 )
,

出现

何种结果取决于坏元集 D 的分布 (在上例中
,

}D }一 1
.

设天平左盘与右盘中的子集分别

为 X
,

与 X
:

且 }X
l

}一 }X
:

l
,

则平衡娜 d 任 X 一 X
l
一 X

Z ,

左轻拱 d 任 X
, ,

右轻拱 d 任 X
Z ,

其

中 D 一 {d } )
.

(4 ) 问题的目的在于设计一套测试方案
,

以尽可能少的试验次数找出 D
.

这类坏元问题可以追溯到 D o r fm a : 1 的血样群组试验
〔 ’ 〕 ,

对信息传输与处理过程中的

纠错有潜在的应用价值
。

近年来数学界对此问题引起了重视川
,

川
,

川
。

若 ID }一 l
,

则称之为一坏元问题
:

}D }~ 2 则称之为二坏元问题
; }D }> 2 称之为多

坏元问题
。

一坏元问题 比较简单
,

已有圆满的结果
。

二坏元问题比较复杂
,

对某些情况
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已获得了相当满意的结果
。

多坏元问题极其复杂
,

至今尚未获得很有价值的结果
。

按每次测试对象中子集的数量
,

可分为
“

单试验
” , “

双试验
”

或
“

多试验
”

等
。

D 中

之元又有可区分与不可区分之别
。

本文主要研究双试验下不可区分的二坏元问题
,

也涉

及到一坏元问题
。

1 基本定义

对所有坏元问题通用的严格定义至今还没有
,

但我们将对相当广泛的一类坏元问题

给出严格的定义
。

为此先引进推广了的整数的剖分与集的剖分的概念
。

设 k 为正整数
,

d
,

d
, ,

d Z ,

…
,

d *

为非负整数
,

若 d
l
十 d

Z
+ … + d

*
一 d

,

则称 d(
1 ,

d
Z ,

一
,

峨 ) 为非负整数 d 的 k 一 (有序 ) 剖分
。

设 K 为正整数
,

S 为集
,

S
: ,

5
2 ,

…
,

S
*

为 S 的两两不相交子集且 S 一 S
,

U S
:

U…

U S
, ,

则称 {5
1 ,

5
2 ,

…
,

5
.

} 为集 S 的 k一无序剖分
,

称 ( 5
1 ,

5
2 ,

…
,

S
。
) 为集 S 的

k 一有序剖分
。

文献中通常定义非负整数的剖分时要求 d
,

共。
,

在定义集的剖分时要求 S
,

半必
,

本文

采用的定义根据需要进行了拓广
。

设 k
,

R
,

d : ,

d Z ,

…
,

d
,

为正整数
。

对每一个
: 任 王1

,

…
,

R }
,

d
r

的所有 K 十 1 剖分 ( dr
, ,

dr
乙 ,

…
,

dr
,

+K
:
) 之族记为

少
r ,

设

.M ~ { rP
, ,

…
,

P,
, ,

…
,

尸、
r

}

为 少
,

的一个剖分
。

记

M 一 M
】 义 … 义 材

,

X … X M
*

则称 M 为 K
一

试验下型为 (d
, ,

…
,

d *
) 的坏元 问题的一个模型

。

设 X 是一个已知集
。

在模型 M 下对 X 的一次 K
一

试验 (或简称试验 ) 就是 X 的 K +

1 有序剖分

V = ( X
, ,

X
: ,

…
,

X
、 + 1

)

试验的结果就是 M 中的某个元素

( p
, j 、 ,

一 rP
,

r

一
p 幻 *

)

其中 ]
。

任 { 1
,

一
,

J
r

}
, r
一 1

,

2
,

…
,

R
.

试验树就是一棵有根树
,

其中每个非叶结点对应于一次试验
,

由每个非叶结点发出

的每条边对应于这次试验的一个结果 .(由同一个非叶结点发出的不同边对应于不同的试

验结果 )
。

设 V 是试验树 T 中的一个结点
,

v 、

是 T 的根结点
。

由 v ,

到 V 的唯一路径设为

V I , e z ,

V : , e Z ,

…
,

下厂
, , e ,

…
,

V I , e ! ,

V

其中

v
,

一 ( X I
,

…
,

X 盆
,

…
,

X 从
:
)

为路径上的结点

e 一 (P {小一理小一尸从)
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为相应的边
,

i一 1
,

2
,

…
,

1
.

称

g 。
一 { ( G

, ,

…
,

G
:
)

:
G

、 ,

…
,

G
:

是 X 中两两不相交的子集
,

且 ( }G
r

门 x 护
, ,

一
,

}G
r

门 X护
,

}
,

… }G
:

门 X定车
;

}

任 P扮
, r ~ 1

,

2,
~ 一 R

,

i ~ 1, 2, ~
· ,

}I l( )

为结点 v 的反馈集
。

一个有效试验树 T 就是所有叶结点的反馈集均由单一成员组成的试验树
。

此时称 T

中由根到叶结点的路径中最长者 m ( T ) 为其试验次数
。

我们可以对上述定义给出一个形象的解释
。

设 已知集 X 中有子集 D
: ,

D
Z ,

…
,

D
: ,

其中 }D
,

}一 d
, ,

…
,

}D
:

}= d
: ,

每一个 D
,

(r 一 1
,

2
,

…
,

R ) 中的元均不可分
,

但属于

D
, ,

D
Z ,

二
,

D
,

与 x
一

( D
l

U D
Z

U… U D
*
) 中不同集的元均可彼此区分

,

则

}G
,

门 X 二
` ,

}

恰好表示第 i 次试验中第 k 个集内具有的 D
,

中的元数
。

从而有效试验树 T 恰好表示了对

坏元集 ( D
; ,

…
,

D
*
) 的一个完整的搜索方案

。

特别地
,

若 d
,
一 d

Z
- … ~ d

:
一 1

,

则称其为完全可区分的坏元问题
。

若 R 一 1
,

则称

其为不可区分的坏元问题
。

本文将仅讨论不可区分的坏元问题
。

为叙述简单起见
,

以下

均设 R 一 1, d ,
一 d, 并简记 M一 M

, ,

J 一 J : ,

少一 ,
, ,

p ,
一尸 。 , , e `一到 ,), 此时 ( l) 式

也就成为

g
:
一 {G 仁 X

:
( }G 仁 X ;叫

, ·

… }G 门 X 二
i)

}
,

…
,

}G 门 X冬车
:

} ) 任
e ` ,

i 一 1
,

2
,

…
,

I }

因 X K 、 ,

~ X \ ( X
l

U X
Z

U … U X劝
,

故为方便起见
,

一次试验也常用 ( X
, ,

一
,

X劝 代

替 ( X
, ,

… X -̂ ,

X 二 + ,
)

.

设 d ~ 1
,

K 一 2
,

则

少 = { ( 0
,

0 )
,

( 1
,

0 )
,

( 0
,

1 ) }

取 P ,
= { ( 0

,

0 ) }
,

P Z
一 { ( l

,

0 ) }
,

P 3
= { ( 0

,

1 ) }
,

则

M = ( P
, ,

P Z ,

P 3

}

为一个模型
,

称之为
“
天平模型

”
(天平模型中有时还要求 }X {叫 一 }X ;州 )

。

记 X 一 {A
,

B
,

C
,

D
,

E
,

F
,

G
,

H
,

I }
,

则可构造试验树如图 1 所示

其 中根结 点 }A B c
,

D E F ) {表 示第一

次试验中 X {
, ,
= {A

,

B
,

C }
,

X ;
, ,
=

( D
,

E
,

F }
.

由根结点发出的边 P :

表

示试验结果为出现 少 的剖分 M 中第

二·

一圈
·

…
馈集为 {A

,

B
,

C }
,

即坏元在 {A
,

B
,

C } 中
,

且第二次试验中取 X {
2 ,
一 {A }

GGG H IIIII A (B 二二二 D E FFF

}}}}}}} JJJJJ 】】
((( G

,

H ))))) ( A
,

B ))))) ( D
.

E )))

,

X I
, ,
一 {B }

,

而叶结点
“

C’
,

表示这是出现结果



P
;

时的反馈集
,

即坏元为 C
,

其它符号解释类似
。

此树中
” , ( T ) 一 .2

若将 X 理解为九个球
,

其中有一个未知的坏元
,

轻于其它各球
,

另八个完全一样
。

每

一次试验 (用天平称量 ) 就是取出 X 中两个不相交的元素个数相等的子集分别放在天平

两端
。

模型 M 恰好表示天平的三种可能情况
:

平衡 ( P
,
)

,

左轻 ( P
Z
) 与右轻 ( P

3
)

.

2 最优性

在一定模型下搜索树的构造显然与 }X I有关
,

但与 X 中的具体元素无关
。

一个搜索方案就是对于 }X }~ 1
,

2
,

…
, n ,

… 的所有搜索树全体
.

犷 一 ( T
l ,

,I’ : ,

…
,

了
’ 。 ,

… )
.

设 T 为模型 M 下对 X 的搜索树
,

则用
, n M (了

’

) 或
, n ( rI

’

)

记 7
’

的长度
。

记

m亡
`

m i n m 材 (了
’ ,

)
丁

其中 T
。

取遍模型 M 下
,

X ( }X }一
, : ) 的所有搜索树

。

如果存在 了
’ 二 ,

使

, n M ( 7
’ ,

) = m梦

则这样的搜索树称为最优的
。

因搜索树中每一个非叶结点最多发出 J 条边 (不包括指向根结点方 向的边 )
,

而叶结

点的数量恰为 x 中的 、
一

元子集的个数
,

即 {.n
( d

J 。
少)

或

{
、

故从信
·

息论 ” 度
,

有

(工{

m梦) ,。 g
,

厂

(二}
、 “ ,。 g J

(
7

一
、
卜

10 9
.

,
(、 : )

因此
,

“ n

一
”

,

m梦至少“ 对 ” 量级
。

称「
,go

似 ]
为信息论下界

。

息论下界并不是总能达到的
。

为此
,

我们可以提出各种不同的最优准则
。

一种搜索方案
.

犷一 ( T
, ,

T
Z ,

一 T
。 ,

… )

(1 ) 使得对于任意的
n 一 1

,

2
,

一
,

都有

m M ( 7
’ 。

) = , , :梦

则称 了 是一致最优的
;

(2 ) 如果对任意的
n e N二 { 1

,

2
,

… }
,

都有
, , : “ (了

’ 。

) = n :护
。 , : _ }N n {1

,

2
,

…
,

时 } 、
,

且 {哭
」

一
己带二一

二 ) ’

则称方案
.

犷 是几乎一致最优的
;

( 3 ) 如果 ( 2 ) 中的 N 满足

有例子说明信

假定我们找到



{嘿
}N 门 { 1

,

2
,

…
, , : } } ~ 。 _

—
` 多 O

声

户 U

则称 犷 是依测度 占最优的
;

( 4 ) 如果

m “ (了
’ 二

) 一 m子

为有界序列
,

则称
·

犷 是一阶最优的
;

( 5 ) 如果

, n 对 (了
’ 。

) /
, n 少

为有界序列
,

则称
.

了 为数量级最优的
。

可以证 明这五个级别的优化水平是逐渐降低的
。

一般地
,

由于 m 子很难确定 (事实上
,

若
,心

`
已知

.

则通常也已找到最优搜索树 )
,

因此
,

至少对于前三种优化程度的判断中常

用「1
0 9

,

,

}
”

.

{]来代替
。 :

.

这日寸的结论只会力口强而不会减。弓
。

七 \口 ) 二

一般地
,

获得第五种优化程度的搜索方案是容易的
。

但获得第三种优化程度的搜索

方案就常常是很困难的了
。

3 天平模型 S

引理 l 对于一坏元问题的任何模型

M 一 { P
, ,

P : ,

…
,

P,
,

}
,

( J 》 2)

存在搜索方案 乡
尸
一 口

’
1 ,

T Z ,

…
,

T
。 ,

… )
,

使得

m M ( ,I
’ 。

) = 「l o g
z n

]
, , :

= l
,

2
,

一
从而达到了信息论下界

。

故
.

犷 是最优的
。

引理 1 的证明不难
。

因篇幅关系
,

从略
。

引理 1 中特别地当 J = 3 时有 m M ( I
。

) = [ 10 9
3 , , ]

.

然而二坏元问题要复杂得多
。

单试验下的二坏元问题中

少 = { ( 0
,

2 )
,

( l
,

l )
,

( 2
,

0 ) }

夕 的剖分共有五种
。

双试验下的二坏元问题中

少 = { ( 0
.

0
,

2 )
,

( l
,

0
,

1 )
,

( O
,

l
,

1 )
,

( l
,

l
,

0 )
,

( 2
,

O
,

0 )
,

( O
,

2
,

O ) }

此时 夕 的剖分共有 2 03 种 !

这些剖分中
,

有的没有提供任何信息
。

例如剖分 材一 {少 }
,

从而不构成实用的模型
。

还有许多剖分是
“

等价
”
的

。

设 少 ~ { ( d
l ,

…
,

d 、 一 1
)

: d ,
+ … + d 、 _ ,

一 d }
,

又设 M ~ { p
, ,

…
,

p ,

}
,

对
`

一 {尸
, ,

…
,

尸
.

,

}

是 二个模 型
,

即是 少 的二个无序剖分
。

如果存在 { 1
,

…
,

K + l} 上的置换 笋与 {1
,

一
,

J } 上的置换 必
,

使得当所有的 d ,

换成 心
、 , )

时
,

每一个 p ,

就映成 p斌
J〕 ,

则称模型 M 与 M
`

等价
。
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例如对于双试验下的二坏元问题
,

若定义

M = { { ( 0
,

0
,

2 )
,

( l
,

l
,

0 )
,

( 1
,

0
,

l )
,

( 2
,

0
,

0 ) }
,

{ ( 0
,

l
,

1 )
,

( 0
,

2
,

0 ) } }
,

M
`
= { { ( 0

,

0
,

2 )
,

( l
,

1
,

0 )
,

( 0
,

l
,

l )
,

( 0
,

2
,

0 ) }
,

{ ( l
,

0
,

l )
,

( 2
,

0
,

0 ) } }

则 M 与 M
`

是等价的
,

只要取

价( 1 ) = 2
,

必( 2 ) = l
,

笋( 3 ) 二 3

与

沪(j ) ~ J
,

J ~ 1
,

2

即可
。

等价模型 M 与 M
`

本质上是一样的
,

因为在模型 M 下对 ( X
, ,

X
2 .

一
,

X
,

.

一
,

X 、 十 ,
) 作试验相当于在模型 M

`

下对 ( X , ( , , ,

…
,

X , : 。 ) ,

…
,

X 叔 : 十 、 )
) 所作的试验

。

因此
,

可以把等价剖分归作一类
,

每类中选出一个作为代表来研究即可
。

在有的文献中
,

对于

使 协 ( K + 1) 一 K + 1 的置换对应的二个模型称为对称的
,

而使 笋 ( K + l) 护 K + l 的置

换对应的二个模型称为对偶的
。

于是单试验下的二坏元问题共有三个不同的模型
,

而双试验下的二坏元问题共有 51

种不同的模型
。

对这些模型的完整研究将是很繁琐的
。

本文余下部分将集中研究
“
天平

模型
”

5
2 ,

即

S
:
= 咬{ ( 0

,

0
,

2 )
,

( 1
,

1
,

0 ) }
,

{ ( 1
,

0
,

1 )
,

( 2
,

0
,

0 ) }
,

{ ( 0
,

1
,

1 )
,

( 0
,

2
,

0 ) } }

对于多试验下的二坏元问题或多坏元问题情况就更为复杂
,

且由于实际下界与信息论下

界间的距离而导致搜索方案的最优性极难判断
。

下文中为书写方便起见
,

用 ( X
, ,

X
Z
) 来代替剖分 ( X

l ,

X
Z ,

X
3
)

,

从而相应地模

型 S
:

也简写为

S
:

= { { ( 0
.

0 )
.

( l
,

l ) }
,

{ ( l
,

0 )
,

( 2
,

O ) }
,

{ ( 0
,

l )
,

( 0
,

2 ) } }

4 模型 5 2

下的一个搜索方案
.

犷

定理 1 在模型 S
:

下存在搜索方案
.

犷一 ( T
, ,

T
Z ,

…
,

T
。 ,

… ) 使得 m 、 ( T
3
) 一

l
,

m s Z

( ,I
’
;
) = 2

,

m s Z

( ,I
’ 7

) = 3
,

m s Z

( ,1
’

2。
) = 5

.

( A
.

B )

尸
,

\ \ 尸
:

A
.

C / A
.

D B
,

C / B
,

D A
,

B / C
.

1〕

!
( A

,

C )

尸
2

/ \ 尸
3

尸
,

/ \ 尸

迎四凹四
除州

A
,

〔
、

图 2



证 对于集 X
,

!X }一 3
,

4
,

7
,

20 相应的试验树分别如下
。

( 1 ) X = {A
,

B
,

C }
,

见图 2
.

其中 P :

表示 P
Z
= { ( l

,

o )
,

( 2
,

o ) }
,

P
3

表示 P 3
= { ( o

,

示 P
;
= { ( o

,

o )
,

( l
,

l ) }
,

下同
。

( 2 ) X = {A
,

B
,

C
,

D } 见图 3
.

其中 A
,

C / A
,

D 表示该结点的反馈集为 { {A
,

C }
,

{A
,

D } }

( 3 ) X = {A
,

B
,

C
,

D
,

E
,

F
,

G }
,

见图 4
.

l )
,

( 0
,

2 ) }
,

而 P
;

表

其余类似
。

((( A B
.

C D )))

AAA
,

B / A B
,

E F GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGG
}}}}}}} A B

,

C l) / E FG ( 2 )))
((( A E

,

B F ))))) {{{
((((((( A

,

B )))

AAA
,

B / A
,

F / B
,

EEEEE A
,

C OOOOO E FG ( 2 )))

}}}}}}} }}}}} 111
((( E

,

F ))))) ( C
,

[) ))))) ( E
,

F )))

AAA
,

E / A
,

GGG

}}}}}
((( E

.

G )))

工工习区可可
图 4

其 中 A B
,

C l〕/ E F G ( 2) 表示反馈集中的坏元对
,

一个在 {A
,

B } 中
,

另一个在

{C
,

D } 中或者二个都在 {E
,

F
,

G } 中
,

其余类似
。

( 4 ) 记

5
1
= {A

,

B
,

C
,

D
,

E
,

F
,

G }

S
:
~ {a

,

b
, c ,

d
, e ,

f
,

g }

S
。
= { l

,

2
,

3
,

4
,

5
,

6 }

S ~ 5
1

U S
:

U 5
3

则 }S }一 2 0
,

T
Z。

部分试验树如图 5
.

引理 2 设 }SI 一 }T !一 31 (I ) 1 )
,

S 门T ~ 沪
,

且 S
、

T 中各有一个坏元
,

则用 21 次试验

可将二个坏元找出
。

证 由引理 1 知
,

用 I 次试验可从 S 中找出一个坏元
,

再用 I 次试验可从 T 中找出

一个坏元
。

引理 3 设 ! lS ~ 4
·

3` ,

IT }一 2
·

31
,

S n ,1’ 一必
,

且 S
、

T 中各有一个坏元
, ’

则用 21

+ 2 次试验可将二个坏元找出
。
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笼比

瞬画

………………… 聋

……
遥遥 马马马马马马马

ttt。 巴巴巴巴巴巴巴

性性性性性性性性 ~~~

通通三三三三三三三三 母 二
’’

卫卫 绝绝绝绝绝绝绝

妞妞妞妞妞妞妞妞妞妞
弓弓弓弓弓弓口口
............... 月月

品品 《《《
一 产. 、、

、、
子

的的的 N 。。

巡巡 份份份
尸 . 闷 护护

NNN气二二二 、 、 U,,

咋咋 另另另
e J 、 . 尸尸

~~~ 目目目
...

的的 甲甲甲
尸. 司司

勺勺勺勺勺勺勺勺勺勺OOOOOOOOOOO 民民
户户户户户户

国
.

口口
OOOOOOOOOOO

、 、 ,,

笼笼笼笼云云云
倪 巴巴

囚囚囚囚 .’’’ 口口

产产产产产产产产、 .目叫叫叫叫叫叫叫
肠肠肠肠肠肠肠肠日 的的

口口 八八八
、 、

奋奋奋奋奋奋奋
山山 刀刀刀 ` 刁刁刁

.

劝劝

国国 国国国
护护护

公 卫卫口口 口口口 口口口 、 、 叼叼

UUU
。。。

国国国 日二 甲甲

晚晚 舀舀舀舀舀舀舀舀舀舀 苗苗
气气二 日司司司司司司司

另另 甲甲
目目目

口口口口口口口口口口
卜卜 】 尹 . 、、、

山山

、、 创户 呢口口口 川 口口

叮叮 霉霉霉 飞 巴巴

好好 哭哭哭 盆盆

沂沂 甲甲甲甲甲甲甲甲甲

7 5



S (
,
5

2 .

S
3
T

.
)

尸
2

尸
,

尸
.

5
.
5

2 ,

7 、 5
3 ,

T
,
T

.

/ S
; ,

T

( S
、 ,

S
:
) ( 5

. ,

了
’ 2

)

S
,
S

: ,

T
l

/ 5
. ,

T
:

.

( 5
1 ,

5
2
)

尸
:

/ 、 P
尸

1

尸
2 尸

,

尸
J 尸

,

5
1 ,

T
,

l ! 5
2 ,

T
:

日 S 二 T
、

日 5
3 ,

T
Z

1. 5
, ·

T
, S

, ,

T
,

日 S
:

了
. 5

. ,

T
Z

图 6

证 设 S 一 S
,

U S
Z

U S
3

U S
; ,

7
’

= 了
’
,

U ,I
’

2 ,

且

15
,

} = 15
2

1 = }5
3

1 ~ }5
4

1 = l ,1
’

1

1 = l了
’

2

} = 3 ,

则头二次试验的部分试验树如图 6
.

以上每一节点按引理 2 均可通过 21 次试验而将二个

坏元找到
。

因此总共有 21 + 2 次试验足够
。

A B
,

H J K / D E
,

H

( A
,

B )

尸
2 I

〕 l

尸
:

A
,

H J K l l B
,

H J K D E
.

H

AAA B
,

F G / C
,

H / D E
,

J KKK

}}}}}
((( A D F

,

G J E )))

AAA B ` F / D
,

KKKKK E
,

J K / B
,

GGGGG A
,

G / C
,

H / D
.

JJJ

}}}}}}} ..... }}}
((( A

、

B ))))) ( J
,

K ))))) ( A
,

D )))

图 7

引理 4 设 !SI ~ } ,I’ }一 5
·

31
,

S n 了一笋
,

且 S
、

T 中各含一个坏元
,

则用 21 + 3 次试验

可将二个坏元找出
。

7 6



证 设 S = A U BU C U DU E J
’

一 FU G U HU JU K

且 !A }~ }B }一 }C }~ }D }~ }E }一 }F }一 }G }一 }H }一 }Jl一 }K }一 3了
.

则前二至三次试验的部分试验树如图 7
.

试验树的余下部分显然可经过 1 2次或 1 2+ 1 次试验完成
。

引理5 设 ! S }一 20
·

3’
,

}T }一 10
·

31
,

S 门T 一必
,

且 S
、

T 中各含一个坏元
,

则用

21 + 5 次试验可将二个坏元找出
。

证 仿引理 3 的证明中构造前二次试验的部分试验树
,

则相应最下层结点中每个集

的元素个数均 为 5
·

31
,

于是由引理 4
,

即知余下部分再用 21 + 3 次试验即可将坏元找出
。

定理 2 存在模型 5
2

下的一个搜索方案
·

犷 一 ( 7
’
: ,

T
Z ,

…
,

T
。 ,

… ) 使得
r n s Z

( ,1
’

3
) = 1

,

m s Z

( ,I
’

7
) 一 3

,

, , 2 5 2

( 7
’
;

.

3`
) = 2 1 + 2

,

z ) o
,

m
s ,

(了
’
2。

.

3`
) = 2 1 + 5

,

I ) 0
.

证 对于 T
3 ,

T
; ,

T
: ,

,I’z
。
已 由定理 1证明

。

对于 I ) 1时的 T
;

.

3,

以及 姚
。

.

: `

可用归纳

法证明如下
。

、
。 . 。

二
。 ; ,

一
, _ _ , 、 ,

~
.

~
、 。 。 。 二 。 二 。 . 。

二
。 . ~ .

1
.

~ .

设 15 1一 4
’

“
`

(或 “ O
’

“
`

)
,

了) `
,

又设 S 一 S
,

U S
,

U S
3 ,

15
1

1一 15
2

}一 }5
3

1一言15 1
,

令

S
1一6

一一R

ùō
S

,
~ R ,

U R Z ,

5
:
= R 。

U R 4 ,

}R
,

} = }R
Z

}

则 T
;

.

: ,
(或 了 2。

.

3 ,
) 的前 二 次

试验的部分试验树如图 8
.

而试验树中余下的部分总可用

21 (或 21 + 1) 次试验 完成
,

这

点 可由引理 3( 或引理 5) 及归

纳法假设得知
。

容易证明
,

对于 4
·

3 1一 `
<

, 2 ( 2 0
·

3`
,

了= o
,

1
,

2
,

…
,

可使

m
S Z

(了
’ 。

) = m S Z

(了
’
2。 ·

3 `
) = 2 1 +

5
,

对于 2 0
·

3 `
<

r ,

镇 4
·

3 ` 一 z ,

I

= o
,

l
,

2
,

可使 n , s :

(了
’ ,

) =
, , , “ 2

(了
’
;

.

: , + :
) ~ 21 十 6

.

5 最优性

p
Z
/ / }尸

:

\ \ 尸
;

S
, ,

S
。
/ 5

.
( 2 ) S im ila r

r o t h e le f r

5
1 ,

5
2

/ S
。
( 2 )

!
( R

, ,

R
.
) ( R

: ,

R
:
)

S 二 R
,

1 1 5
1 ,

R
.

戈1 1 5
,
( 2 ) S

:
R

,
5

2 ,

R
:

! ! 5
3
( 2 )

图 8

定理 3 按定理 2 及其后说明构造的搜索方案
.

犷 是依测度最优的
。

证 记
a ,

一 卜/万
·

3
, 、 ,

]
,

b
,

一「丫
一

百
·

3
井

+2 1
,

,一 。
,

1
,

2
,

…
,

则

a ,

< 2 0
·

3
`

< b
,

< 4
·

3
` , 2

< a , + l ,

i = O
,

1
,

2
,

…
,

不难证明
,

当 a ,

<
, ,镇 2 0

·

3
`

时

;)
一

告
,! (

,

一
` , >
告

· , ) 3“
` 一 `



于是

2 , + 4 <
r
10 9

3

{
”

{{
、 , :

2 、 , 5 2
(:,

。

) 一 : , + 5

1 1艺夕 l

从而 m
s Z

( ,I
’ 。

)一 m订
2 ,

即 ,I
’ 。

是最优的
。

同理可证
,

当 b
,

< n 簇 4
·

3`十 ’
时 T

。

也是最优的
。

令

N 一 U { (
a ` ,

2 0
.

3
`

〕 U ( b
, ,

4
·

3` + ,

〕 }

则当
, ,
任 N 时

,

T
。

是最优的
,

且易证

IN U 「1
,

2
,

…
,

,z] I
尹 2

.

} 2 0
·

3` 一 a ,

+ 4
·

3
` + ,
一 b

,

4
·

3`+ Zb ,
+ 2 0

n l I n

.

3
` + l

一 a i + 1

b
i + -
一 b

`
= 0

.

8 1 1

.

lnI一妻

反 , 十 l
一 口 ,

于是搜索方案
·

犷 是依测度 0
.

81 1 最优的
。

定理 3 中的搜索方案
·

犷 不是一致最优的
。

事实上可证明 m介一 4
,

m轰~ 5
,

即对这二

种情况
, n ~ 13 与

。 一 22
,

信息论下界都是可以达到的
。

限于篇幅
,

不在此详细列出搜索

树
。

于是就提出这样一个 问题
:

对于模型 5
2 ,

信息论下界是否总是可以达到的?
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