
国 防 科 技 大 学 学 报

J O UN R I A
`

N T F O I O AN AL UN fV ERS T Y I OF F E DEN S E

第6 1 卷第4 期1 94 9 年1 2月

T E C( H N) I
J

( ) G Y

V o l
.

6 1 N o
.

4

保形插值的样条函数方法
`

方 遣

( 国防科技大学)

傅凯新

( 湘潭大学)

摘 要 对于给定的任何型值数组
,

本文通过插入新结点构造了 lC 连续的保形插值二

次和三次样条函数 S (x )
,

最后还讨论了单调保形的插值样条函数
。
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;

保形性

分类号 0 2 4 1
.

3

保形插值已广泛地应用于函数逼近论
,

数值计算
,

数据处理
,

计算机辅助几何设计
,

计算机图形学中
。

样条函数 由于连续性好
,

次数低且计算简单
、

稳定
,

因而受到重视
,

自

然样条函数的保形插值就显得更加重要
。

样条函数的保形插值已有很多研究工作 〔, 一 ’ 〕
,

比

较好的结果有保形插值二次和三次样条函数存在的充要条件〔`一 ’ 〕
。

遗憾的是这些充要条

件对型值点的要求十分苛刻
,

一般的型值点组很难满足这些条件
,

因而就得不到保形插

值二次和三次样条函数
,

本文通过插入部分结点
,

用几何的方法构造了分段二次和三次

保形插值样条函数
,

最后
,

我们还讨论了单调保形插值
。

1 预备知识

定义 1 设 f (劝在区间 a[
,

b] 上有定义
,

称
n 次多项式

B
。

( f
,

x ) ~
l

(b 一 a )
, 艺 f ( a .

+ `h ) C二( x 一 a )
`

( b 一 x )
” 一 ’

( 1 )

为函数 f ( x )在「a ,

占]上的
n
次 B e r n s t e i n 多项式

,

下面不加证明给出 B n( f
,

x) 的基本性质 e[]
.

( l) 端点插值

B
,

( f
, a ) = f ( a )

,

B
。

( 2) 端点导数公式

式中 h -
b一 a _

—
,

七益

护之!

! (
, ,
一 i ) !

( f
,

b ) = f ( b )

( f
, a ) =

护2 !

( b 一 a )
”

( n 一 k ) !
乃丈f ( a )

k 妻 0
,

( 2 )

( f
,

b ) =
n !

( b 一 a )
”

( n 一 k ) !
况 f [

a + ( n 一 k ) h〕 ;
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BB
|̀||之

;
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( 3)直线段保持性
;

4 ()保单调性
;

( 5)保凸性
。

对于区间 [ a
,

习 上的一个分划

O : a ~ x0 < xl < … < x
。

一 b ,

在每个结点 x `

处给定相应的型值 y
` ,

令

J及
t s

`

= (少
`
一 y 卜 : ) / ( x `

一 x `一 ,
) ( i

= ( D
`+ 1
一 及 ) / ( x ;+ ,

一 x `一 ,
)

,

2
,

…
, n

( 3 )
( i = 1

,

2
,

…
, , , 一 l )

,

定义 2 设有型值 y
;

i( = O
,

1
,

一
,

n)
,

如果函数 S ( x )满足条件

S ( x `
) = y `

( i = 0
,

l
,

…
, n )

,

且 S ( x )在〔a ,

司内的拐点个数不多于 民 (t’ 二 1
,

2
,

…
, n 一 l) 的变号数

,

则称 S ( x )是型

值 { y
,

}几
。

的保形插值函数
。

如果 [ iy 〕几
。

还是单调的
,

而 S ( x) 也是单调的
,

则 S ( x) 是型

值妙
,

}几
。

的单调保形擂值函数
。

设 [
a ,

习上待构造的保形插值函数为 S ( x )
,

则 S ( x )在各结点 x ,

处导数 m
,

可选取为

m
`

= t ,
D

`
十 ( l 一 t` ) D

`+ , ,

( i = l
,

2
,

…
, n 一 l )

,

( 4 )

式中 t
,

是导数 m
,

的调节参数
,

且 。成`簇 1
.

对于边界斜率
,

按文 【4」的方法选取 以保证

D
,

一 m
。

d 。
二

—
,

氏 ~
m

,

一 D
.

X
二

一 X一
l

( 5 )
X I
一 X O

满足 占
。 ·

舀
,

> O
,

占一
: ·

氏 > 0
.

从而可以使首尾两段 曲线上不会出现拐点
,

因为我们构造

保形插值函数 S ( x) 的原则是
:

若 民
一 , ·

民> O
,

则 S ( x) 在子区间 x[ 一 , ,
x

,

J 上无拐点
;
若

民
一 : .

占
,

< O
,

占 ( x )在 〔x `一 , ,
x 、

〕上有唯一的拐点 ; 而 民
一 , ·

民= O
,

则 S ( x )在某些区间上

作保直处理
。

Z C
,

连续的保形插值二次样条函数 S x( )

本节我们分无拐点和有拐点子区间构造 S ( x )

2
.

1 无拐点子区间上的 s( x)

若民
一 , ·

民> o
,

则 S x( )在 x[
、 一 , ,

x 、

]上无拐点
,

设过 ( x
, 一 , ,

y
, 一 ,

)和 ( x ` ,

y
,

)分别以

和 m
、

为斜率的直线是 `
:

和 1
. ,

容易求得它们的交点坐标为

万
x ·

Ly .

~ ( m 、 x `
一 m

` 一 : x ,一 l
一 少

,

+ 少、一 1
) / ( m `

一 m , 一 1

= 多
一 ,

+ m `一 i ( x .
一 x , 一 :

)
,

护刀 i 一

( 6 )

由于 民
一 :

与 况 同号
,

易证 x .
任 ( x

, 一 , ,
x

,

)

记 〔x
, 一 : ,

x
,

] 上由 `
:

和 l
,

组成的折线函数十
J

口目h
l一2

当 x .
~ ( x `一 ,

+ x ,
) / 2一 x 卜 1

+

为 L ( x )
,

则

y `一 :
+ m

`一 ,
( x 一 x 、 一 ,

)
,

x ,一 :

镇 x < x , ,

少`
+ m

`
( x 一 x `

)
,

x .

簇 x ( x `
( 7 )

lr之1
.

L

一一
、夕

X
了吸、

L

式中 ( x . ,

y
.

)称为折线函数 L ( x )的角点坐标
。



因 为 L ( x)是 凸函数
,

在 [ x
, 一 , ,

x ,

〕上作 L ( x )的二 次 E眨f n st ie n
多项式

,

于是得到

x[
, 一 , ,

x
,

〕上的插值函数

X 一 X卜 1

h
,

h
,

一 x
,

一 若
一 l ,气一2S ( x ) 一 艺 B

,
,

2
( t ) L ( x ,一 l

+ ,

式中 B
,

,
2

( t ) = C鉴t ,
( 1 一 t )

2一 J ,

0 簇 t 镇 1
.

( 8 )

由 eB
r n s t e i n

多项式的性质 ( 1 )和 ( 2 )易证

{
S ( x

, 一 l
) ~ y `一 l ,

S
,

( x `一 】
) = m 卜

: ,

S ( x
,

) = y
, ;

S
`

( x
,

)
( 9 )

由 B e r n st e in 多项式的保凸性知 S x( )在 〔x
, 一 : ,

x
,

〕

从
, .

上是凸函数
。

当 x 。
护二一 ,

+ 鲁
*

,

时
,

在区间〔x `一 : ,
二 .

〕和 [ x , ,
x `

J上分别用上面的方法构造二次
`

B er sn et in 多项式
,

使它们有相同的凸性
。

令

}
_ +

{
一

’

{吞

x `一 l
+ x .

2
少六

:
y

、 一 ,
+ y

,

x .

十 ix

2

y .
+ iy

( 1 0 )

2
y

l
= 2

过点 x( 六
、 ,

y六
,

)和 ( x 厂
,

y 厂 )作直线 了
` ,

易求得
:

~ y六
;

+ D
`

(x 一 x 六
;

)
,、 ,

矛

X
了r、

召

一了̀

:

一

乙

l ,

组成的折线函数为 L ( x )
,

则有
一

l,,记区间 〔x一 , ,
x

,

] 上由 l一 , ,

口口口口

一
.矛̀,J`

L ( x )

一

{
l

, 一 ,
( x )

,

( x )
,

( x )
,

x i一 ,

镇 x 镇 x六
, ,

x 六
,

镇 x 簇 x 厂
,

x 厂镇 x 镇 x
, ,

( 1 1 )

在 [ x
, 一 1 ,

x
,。

」和仁x . ,
x

,

]上分别作 刃 x( ) 的二次 Be m s te in 多项式
,

得到区间〔x
, 一 : ,

x `

〕上的

插值函数

{鑫
B 护

·

“ ( x , 一
{占
}臼

五 ,
·

2
( ,

瓜戈
一 ,

+j 三竺丹三二 l

乙

X 一 X f一 l

x 明
一 X i一 l

x 、一 ,

( x ( x . ,

X一ix2
(t ) L ( x ,

+ j
三
亏二

) 丛
,

J 明

x .

镇 x 镇 ix

( 1 2 )

2
.

2 有拐点子区间上的 s( x)

当 占
, 一

簿
,

< o 时
,

S ( x ) 在「x
, 一 l ,

x
,

」上有唯一

的拐点
,

过点 ( x
` 一 , ,

y
,

)和 ( x
, ,

y
,

) 以 m
, 一 :

和 m
,

为斜

率分别作直线 l
, 一 1

和 l
,

(如图 1 )
,

从 图知 ` ,

和 乙

在「x 一 1 ,
x

,

〕上无交点
。

在图 1 中
,

记

x 六
,

一 x
, _ ,

+ 牛气
马

夕六
,

= l
, 一 l

( x六
l

)
,

` 一 x 一 工凡
4

广广一一
`̀

}}}}}

lllll

lllll

lllll

{{{{{

y 厂 一 l
,

( x 厂 )

图 1 粗线条表示 L
’

(二 )

90



过两点 (x土
1,

y六
,
)和 ( x 厂

,

y 厂 )作直线 l,’
,

二
.

1
, ,

~
、 , 、 、

“ , “ 气x 少 = y
! 二 ,
一 万 L 4口

`
一 m

`
一 m

`一 ,
八 x 一 x `一 , )

’

〔x
, 一 : ,

x
,

〕上由 l
; 一 , ,

lt’
,

l
,

组成的折线函数记为 L
’

( x )
,

则

iy
一 :
十 m

, 一 ,
( x 一 x i一 ,

)
,

x ` 一 ,

( x < x六
; ,

l厂 ( x )
,

y
,

+ m
,

( x 一 x
,

)
,

x 六
:

镇 x < x 厂
,

x 厂镇 x 蕊 x , ,

( 1 3 )

!
||Z
、

|||
、

一一
、 .尹

X
`
、

L

在 [ x `一 , ,
二`一 ,

+ 要
。 `

〕和 〔x
,

一冬
h

. ,
二 、

〕上分别作 L
·

(二 )的二次 eB
r sn et i 。 多项式

,

得到
乙 乙

〔x 一 , ,
x `

〕上的插值函数

习
B ,

,
2

( ` ) L
`

( x 一 :
丰 j 寻 )

X 一 X i一 1

h
,

X 一 l 、 ? < X 一 :
+

告
h

! ,

艺 B
,

.

2
( ` ) L

`

( x 一 , + 冬
h `

+ j
·

乙
一 )

Z x 一 x
, 一 l

一 ix

h
,

h
,

ix
一 `

+ 万 簇 x < 姜

…
之l
|L

一一
、

.了

X
了.、

S

( 14 )

当 民
一 1
占

,

一 0 时
,

不妨假设 民一 O
,

则三点

( x `一 , ,
y

, 一 :
)

,

( x
, ,

y `
) 和 (去十 , ,

y
, 、 ,

)共线
,

这时

取 t
, 一 ,

= 0
,

t
, 十 ,
一 1

,

从而有 m
i 一 :
一 m i + ,

= D
. ,

于是在区间「x
, 一 , ,

x
, 十 1

]上作直线段处理 (如

图 2)
,

而其它区间上的插值函数仍然按前面

的方法处理构造
。

3 C ,

连续的保形插值三次样条函数 S ( x)

保形插值三次样条 函数的构造思想和过程与保形二次的构造完全类似
,

下面只是简

单地给出构造过程
。

在构造插值函数之前
,

我们先介绍一个定理 [’]
。

定 理 ( 7) 式定 义的折线函数 L x( )在 区间「x `一 , ,
x ,

]上 的三次 B er sn et in 多项式 坑

( L
,

x ) 满足条件

B 3
( L

,
x 卜 ,

) = y
, 一 , ,

B马( L
,

x
, 一 1

) ~ m一
1 ,

B 3
( L

,
x `

) 一 y
, ,

B毯( L
,
二

,

) 一 ” il

的充分必要条件是 L x( ) 的角点横坐标 x 。
在「x

, 一 : ,
x

,

j的中间三分之一区间内
,

即 x
, 一 l

+

1
,

一 , 1
.

言
h `

( x ·
镇 x

,

一言
h

! ·

下面构造插值函数 S ( x )
:

3
.

1 无拐点子区间上的 S (x )

设 疾
一 , ·

民> 0
,

则 S x( )在 x[
, 一 1 ,

x ,

〕上无拐点
。

1 .

h
-一3当 X 。

任 〔X一 +
·

告
”

, ,
二

得到插值函数

,

则在仁x
, 一 , ,

x
,

〕上作 L x( ) 的三次 Be m s te in 多项式
,

9 l



S( x) 一 艺B ,
.

3
(t ) L ( x 一 ,

+ , 子 ) x i 一 ,

镇 x < 若

式中 B
,

.

3
( t ) = C二t ,

( l 一 t )
’ 一 , ,

X 一 X i一 1

h
.

0 ( t 镇 1
.

( 1 5 )

当 二 ,

百 〔x
` 一 ,

+ 冬
h 、 ,

二、
一冬气〕

,

则令
O J

{
x 六

1
一 x 一 ,

+ a ( x ,
一 ix

一 ,
)

,

x 厂 一 x
`

一 月( x
,

一 x .
)

,
y 厂

少六
,

= l`一 ,
( x 户

:
)

,

一 l
,

( x 厂 )
,

( 1 6 )

~ 一 1 ,

工、
日

甲 花丁 吸
、

a ,

j

。 一 2
户 <又

.

不
一 .

J

过 点 ( x六
, ,

y六
:

)和 ( x 厂
,

y 厂 )作直线乙
,

它的函数为云x( )
.

区间「x 一 : .
x

,

」上由 l ,一 , ,

乙
,

l
,

组成的折线函数仍记为 刃( x)
,

那么在 [ x 卜 , ,
x 。

」和 [ x , ,
x 、

」上分别作艺x( )的三次

B er
n s et in 多项式

,

则可得到无拐点子区间 [ x `一 , ,
x

,

〕上的插值函数 S x( )
.

3
.

2 有拐点子区间上的 s( x)

当 民
一 : ·

占
,

< 0
,

则 S ( x )在 〔x
, 一 , ,

x
,

j上有一拐点
,

记
一 + _ _ , _ h

,

比卜 ’
一 山 下

“

万
’

y 六
;
一 乙

一 ,
( x六

,
)

,

( 1 7 )
二 h

一 卢戈
,

`

y 厂 ~ l
,

( x 厂 )

一一 1 一

水戈甲 不
一

< 从: a ,

j

。 一 2
户 <从下

一 .

J

设连接 ( x 六
, ,

y六
,

) 和 ( x 厂
,

y 二 ) 的直线为 l,’
,

它 的函数为 l,’ x( )
,

而【x ,一 , ,
x `

〕上 由

l
, 一 , ,

, i’
,

,
,

组成的折线函数为 L
·

( 二 )
,

于是在 x[
, 一 , ,

二
, 一 ,

+ 鲁
* 、

〕和 x[
`一 ;

+ 鲁
h

, ,

ix 〕上分别
’ ` 一 ` ’ “ `

”
,

~
’

钧
kJ J 刀 ’

~ ~ ~
/ J 一

“ ~ ”
J

~ 山 ` 一
` 一 ” 一 ` 一

” 2 ” ` J , n ` 一
, 一 ` ’

2
’ 一 ` ’

一
`

J

一~
产 . J

作 L
’

( x )的三次 B e r n s t e in 多项式
,

则可得到有拐点子区间上的插值函数 S (x )
.

从上可知
,

lC 连续的保形插值三次样条函数 灵活性较大
,

所插入的结点较少
,

因此

比较适合于几何外形曲线的计算机辅助设计
。

4 单调保形插值二次和三次样条函数

如果型值 y
,

i( ~ o
,

1
,

…
, , : )是单调的

,

那么要求的保形样条函数 S ( x )也是单调的
,

我

们称这种既保单调又保形的插值样条函数为单调保形的插值样条函数
。

下面我们将看到
,

前面介绍的保形插值函数也可以是单调保形的插值函数
。

由于 B er sn t ie n 多项式具有单调性
,

构造单调保形插值关键是使折线函数 L (x )
,

刃( x )
,

L
’

(x )成为单调函数
,

下面不妨假设型值 y 、
(l’ 一 。

,

1
,

…
, , , )是单调增的

。

即

y
, 一 ,

’

镇 y
;

i( 一 1
,

2
,

…
, , ,

)

或写成

D
,

异 0 ( i 一 l
,

2
,

…
, z : ) ( 1 8 )

4
.

1 无拐点子区间上的单调保形插值样亲函数

当 民
一 , ·

民> o 时
,

S (x )在 〔x 一 1 ,
x

;

j上无拐点
,

由式 (4 ) 和 ( 1 8) 可知 im ) O i( ~ 0
,

1
,

…
, , , )

,

因此有

L `
( 了 ) = 才

m一 ) 。
, ` 卜 1

镇 ’ < ` /

t m
,

) 0
,

x 。
簇 x 簇 x

, ,



故 L( x)是单调增函数
。

同理可证 厄 ( ) x也是单调增函数
。

4
.

2有拐点子区间上的单调保形插值样条函数

设 民
一 , ·

占
,

< 。
,

则 S ( x )在区间 [ x `一 , ,
x

.

〕上有一

拐点 X
,

一 X 卜 1

1
,

一 1
, . 、

一 。 ,

一

十万
h , ,

y
,

二百 气y
, 一 1
十 y

,

夕 过
`

以 气不
白 二

y
`

) 处作直线 l,’
,

且

l:
: l i’ ( x ) = y 矛

十 D
、又` ( x 一 x

,

)
,

式中 入是权因子
,

选取适当的 凡使得 l,’ 与 `
:

和 乙

两直线的交点 x . ,

和 x , 2

落在区间 〔x 一 l ,

王
、

〕和 〔牙
, ,

x 月 的内部
,

图 3 是 凡一 0
.

8 的情形
。

在区间 〔x `一 , ,

玉」和 `
, ,

x
.

」上分别按无拐

子区间上的方法构造保形插值样条 函数
,

可 以证明

x `

〕 上的唯一拐
.

点
。

图 3

牙
,

是 S ( x ) 在有拐子区间 〔x
, 一 1 ,
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