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摘 要 本文涉及的是在赋双权的二部图中求关于第一个权最大的限制下
、

第二个权

最小的完美匹配的网络模型
,

给出了这一模型的有效算法
,

并用此算法解决了企业的优化组

合分工中的挖潜问题
。
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1 网络模型的建立

给定一个无向图 G 一 ( V
,

E )
,

设 M二 E
,

若 M 中任何两条边都在 G 中不相邻
,

则称

M 为 G 的一个匹配
; 如果 G 中每个顶点都与匹配 M 的边关联

,

则称 M 为 G 的完美匹配
。

在一个赋权二部图 G 一 (S
,

T
,

￡
,

w )中
,

对于每条边 ie ,
一 ix y

、

赋实数权 w
i , ,

定义 G 的

匹配 M 的权 w (M )为 M 中所有边权之和
。

G 中权最大的完美匹配称为 G 的最大权完美

匹配
,

G 中权最小的完美匹配 称为 G 的最小权完美匹配
。

本文未特别声明的概念
、

记号
,

均见文献 [ 1 ]
.

下面我们建立本文所要讨论的网络模型
。

给定一个赋双权的简单二部图 G ~ (S
,

T
,

E
, : 。 ,

汤 )
,

这里 }lS ~ }T }一
, : ,

对于每条边

e,j 一 x小 任乙 ix 任 s, y
,

任 T
,

赋给非负实数权 w,
,

与 诚
,

.

记
一

才 一 {M }M 是 G 中关 于 w 的最大权完美匹配 }

求

M
’

= m i n {杨 ( M ) }M 任
一

才 }

称 M
`

为 G 中关于 ( w
,

杨 ) 的最大权最小权完美匹配
,

或者简称为 G 的最大权最小权完美

匹配
。

2 主要定理及结论

先研究赋双权二部图 G一 (S
,

了
’ ,

君
,

w
,

杨 )是一个完全二部图时的上述网络模型
,

其中

}引 一 }T }一
, ,

.

赋双权的完全二部图 G 简称为完备二分网络 .G
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设 G一 S(
,

T
,

E
,

m
,

初 )是一个完备二分网络
,

}S }一 }T }一 n
.

我们在 S U T 上定义一

个实函数 l
,

如果对于任意边 二 y , ,
x

,

任 S
,

y
,

任 T
,

都有

l ( x
.

) + l (少
,
) ) w

、 ,

则称 l 是 G 上关于权 w 的一个可行顶点标记
,

以下均简称为可行顶点标记
。

引理 1l[ 〕 如果 l 。
和 M

。

分别是 G 的可行顶点标记和匹配
,

并且

w (材
。
) 一 艺 z。 ( x

`
) + 艺 l 。 ( ,

,

)

则 M
。

是 G 中关于 w 的最大权匹配
。

由引理 1 可知
,

要求出 G 中关于 m 的最大权匹配
,

可以设法求出满足引理 1 的 l
。

和

M
。 ; 又因 G 中每个顶点最 多与 M

。

中一条边关联
,

所以 M
。

的所有边 x 理
,

必须满足

w
, ,

= l 。 ( x
,

) + l 。 (夕
,

)

我们用 E l( )表示 E 中所有满足条件

w
` ,

~ l ( x
,

) + l ( 少
,

)

的边 姜 y ,
的集合

,

其中 l 为可行顶点标记
; 用 G (l )表示 E (l )在 G 中的边导出子图

,

并且

G l( ) 中的边权仍为该边在 G 中的权
,

我们称 G ( l) 为可行顶点标记 l 的相等子图
。

下面两个定理是本文算法的主要依据
。

定理 l1[ 〕 设 l 是完备二分 网络 G 的可行顶点标记
,

M 是 G 的完美匹配
,

且 M里

E l( )
,

则 M 是 G 的关于 w 的最大权完美匹配
。

设 l 是完备二分网络 G 的可行顶点标记
,

若 M 是 G 的完美匹配
,

且 M二 E l( )
,

则称

l 为 G 的最佳顶点标记
。

定理 2 设 l 是完备二分网络 G 的最佳顶点标记
,

M 是 G 的任一关于 w 的最大权完

美匹配
,

则 M二 E l( )
.

证明 设 l 是 G 的最佳顶点标记
,

那么存在 G 的完美匹配 M
` ,

有 M
`

g E l( )
,

则

w (材
`
) = 习 l ( x

`
) 一 习 l (、 ) ( l )

若定理不成立
,

即存在 G 的一个最大权完美匹配 M
。 ,

使 M
。

边 E l( )
.

记

B (M
。
) = M0 \E ( l )

,

I (M
。
) = M

。

门 E ( l )

显然 B (M0 )共必
.

于是对任何 x i

yj 任 B (川 )
,

有

w
, , < l ( x

,

) + l ( 少
,

)

对一切 ix yj 任 (I M
。
)

,

有

w
, ,

= l ( x
、
) + l ( 少

,

)

因此

w ( M
。
) = w ( B (M

。
) ) + w ( I (M

。
) )

< 艺 l( x
,

) + 艺 l( y ,

) ( 2 )

那么由 ( 1) 和 (2 )式知
,

w (M
。
) < w (材

`
)

.

这与 M
。

是 G 的关于 w 的最大权完美匹配矛盾
。

根据定理 1 和定理 2
,

当 l 是 G 的最佳顶点标记时
,

M 是 G 的关于 w 的最大权完美

匹配当且仅当 M 是 G ( l) 中的完美匹配
。



3算 法

对给定的完备二分网络 G一 ( S
,

,1
’ ,

E
,

w
,

汤 )
,

由前面的讨论可得到求解本文网络模型

的算法思想
:

首先求出 G 中关于 m 的最佳顶点标记 l 及其相等子图G ( l ) ;
然后求出G ( l)

中关于 汤 的最小权完美匹配 M
’ ,

则 M
`

便是 G 中最大权最小权完美匹配
。

利用求完备二分网络最大权完美 匹配的顶点标记算法 lj[
,

不难给 出求相等子图 G ( l)

的算法
。

tS 即。 给出完备二分网络 G 一 (S
,

T
,

E
,

w
,

。 )中每个顶点标记
: l ( x

,

) 一 m ax w
i , ,

l (夕
,
) = 0

.

tS e p l 利用顶点标记算法
,

求 G 中关于 w 的最大完美匹配 M 并得到最佳顶点标记

函数 .l

S t e p Z 令 E ( l ) 一笋
,

E ( G ) 一 E
.

( 2
.

2 ) 取边 x 召
,

任￡ ( G )
,

并令
a , ,

= l ( x
,

) + l妙
,
)

.

( 2
.

2 ) 若
a , ,

= w
, , ,

则置 ￡ ( z ) = ￡ ( z ) U { x 少
,

}
,

转 ( 2
.

3 ) ; 否则
,

什么也不做
,

转 ( 2
.

3 )
.

(2
.

3) 置 E ( G )一 E ( G ) \( xl y ,

}
。

若 E ( G ) ~ 笋
,

则得到 E l( )
,

结束
; 否则转 (2

.

1)
.

设 15 1= .了
’

l= n ,

由 [ l」知
,

S t e p l 的计算量为 O ( n ,
)

,

易知 S t e p Z 的计算量为 O ( n z
)

,

故该算法的复杂性为 O (护 )
.

根据第 2 节的讨论
,

容易得到
:

定理 3 给定完备二分 网络 G 一 (S
,

T
,

E
,

w
,

亿 )
,

设 l 是关于 w 的最佳顶点标记
,

M
`

是 G l( )关于 幼 的最小权完美匹配
,

则 M
’

是 G 中关于 ( w
,

杨 )的最大权最小权完美匹配
。

下面的定理 4
,

也是显然的
。

定理 4 设完备二分网络 N 一 (S
,

T
,

E
,

。 )存在完美匹配
。

定义一个完备二分网络 夕

一 (S
,

T
,

E
,

劝 )
:

对任一边
e 任 E

,

赋新权

劝 ( e ) 一 K 一 初 ( e )

其中 K 是一个足够大的正的常数
。

此时 对 中最大权完美匹配就是 N 中最小权完美匹配
。

下面给出求完备二分网络 G一 (S
,

T
,

E
,

w
,

汤 )中最大权最小权完美匹配的算法
。

tS e
IP 利用本文前面所述的算法求出完备二分网络 G 一 (S

,

T
,

E
,

w
,

亿 ) 中关于 w

的最大权完美匹配 M
。 ,

及最佳顶点标记函数 l 和 E ( l )
,

G ( 1)
.

s t e p Z 若 }E l( ) l镇 .51 + 1
,

则 M
。

就是 G 中最大权最小权完美匹配
; 否则转 s t eP .3

tS eP 3 利用定理 4 中给出的方法和顶点标记算法
,

求出 G ( l) 中关于 . 的最小权完

美匹配 M
’ ,

则 M
`

是 G 中最大权最小权完美匹配
。

易知
:

该算法的复杂性为 O (n
,
)

,

其中 15 }一 }T }~ .n

4 几点说明

上面我们讨论完备二分网络模型
,

对于非完备二分网络 G一 (S
,

T
,

E
,

w
,

汤 )
,

我们作

如下几点说明
:

( l) 如果 }SI 护 }T I
,

不妨设 {lS > }T l
,

我们就在 G 的 T 顶点集中增加 !lS 一 }T I个

顶点
,

为了方便仍记之为 T
,

此时 }S !一 IT I
.

( 2) 在 G 中适当添加一些新边
,

使之成为完全二部图
。
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( 3) 对新添加的边均赋以两个权 (0
,

K )
,

其中 K 是一个足够大的正数
,

它与定理 4 中

的 K 取相同的值
。

这样便把非完备的二分网络 G 转化为完备二分网络 乙一 (S
,

T
,

云
,

w’
,

w
即
)

.

(4 ) 利用第 3 节的算法
,

求后的最大权最小权完美匹配 后
,

令

M ~ 叭 (它\E )

从而得到 G 中关于 ( w
,

汤 ) 的最大权最小权匹配 M
.

如果 G 中存在关于 w 的最大权完美

匹配
,

则 M 便是 G 的最大权最小权完美匹配
; 否则

,

M 不是完美匹配
。

5 应用举例

最后
,

我们讨论一个工作分派问题
。

在某企业的生产车间有
n 个工作人员和

n
台机器

,

每个工作人员只在一台机器上工

作
,

同时每台机器都只需一人操作
。

该车间是流水线成品
,

每个人员单位时间内生产的

产品数量为定额
。

资料表明
: i 工作人员在第 j 台机器上操作时

,

其产品合格率为 二
i , ,

其

耗费的单位产品资源量为诚
,

.

要求确定一个最佳分配方案
,

使总的产品合格率最大的情

况下
,

总的资源消耗尽可能少
。

在解决此类问题时
,

把
, , 个工作人员和

, :
台机器当作顶点

,

分别用 S 和 T 表示
; 当

且仅当工作人员 i 在第 j 台机器上操作时
,

就在相应的顶点间连边
,

并赋予两个权
:

第一

个权为 叻
。 一 nI w

矛, ,

第二个权为诚
,

.

这样得到一个赋双权完全二部图 G一 (S
,

T
,

E
,

幼
,

杨 )
,

G 中最大权最小权完美匹配就是上述工作分配问题的最佳分配方案
。
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