
国 防 科 技 大 学 学 报

J()U R N A I ()F

第 16 卷第4 期 1 9 9 4年 1 2月

N AT I()N A I
J

U N IV E R S IT Y ()F D E F E N SE T EC H N()I()G Y

V o l
.

16 N o
.

4

关于收缩算子的异步迭代收敛性
‘

蔡 放

(国防科技大学系统工程与数学系 长沙 4 10 0 7 3)

摘 要 论证了 F 为收缩算子时
,

求解 X 一 F (X )的异步迭代方法初值选取范围
,

提出

了异步迭代的大范围收敛方法
.
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适合多处理机系统 (M IM D )的异步迭代方法是并行算法研究的重要内容
,

其收敛性

分析是基本问题之一〔’〕
。

考虑在多处理机系统求解一般的不动点问题

X = F (X )

F :
D 仁 R

”

一 R
”

尸 (X ) ~ (f
:
(X )

,

⋯
,

人 (X ) )
T ,

X ~ (x
, ,

⋯
,
x

。

)
T
任 D

的异步迭代收敛性
。

这方面的主要工作见文 [2」[ 3〕
,

其中文「幻是一篇内容丰富的经典性

文献
,

它讨论 了一类广泛的算子
—

收缩算子 (附录之 (1)
.

为清楚和简炼
,

文 [ 2」的有

关内容置于后面的附录 ) 的异步迭代收敛性
,

其具体条件是

(l ) D 是闭的
;

(2 ) 户
’

(D )仁D ;

(3 ) F 在 D 上是收缩算子
。

在上述条件下
,

F 在 D 中有唯一不动
.

点右
。

文「2j 中定理 1给出了如下结论
:

对于取 自D 的

任何初值 X (0 )
,

任何异步迭代 F
,

X (0 )
,

必
,

必都收敛于 泞
,

其中 必
、

甲满足附录 (2) 的 (a )
、

(b )和 (。)
。

然而
,

下面我们给出的例 1表明情况并非如此
。

在该例中
,

对于任何 X (0 )任D
,

总存在满足 (a )
、

(b) 和 (。)的 必
、

沪
,

,

相应的异步迭代 (F
,

X (0 )
,

沪
,

卯并不收敛于 已

例 l 设
a
是小于 1的正数

。

令

D 一 {X
*
= (a

奋 , a 盛 ,

⋯
, a ‘
)
T
任 R

’

}k 一 1
.

2
,

⋯ } U {O } 〔 R
·

{O
F (X ) ~ 袱

_ _

IX
。

卢
’

在 I) 上满足条件 (1 )
、

(2 )和 (3 )
,

X 任 D

X 〔 R
月

一 D

F 的 Lip e h itz ia n 矩阵 A 一O
,

且 奋= 0
.

取
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沪一 {5
1

(j )
, 5 2 (j )

, ·

⋯
5 .

(j )) 一 (j 一 1
,

] 一 1
,

⋯
,

j 一 1 ) }夕一 1
,

2
,

⋯ }

少 = {J
,
= {l }

,

J ,

= {l
,

2
,

⋯
, n } }z = 2

,

3
,

⋯ }

沪
、

甲满足 (a )
、

(b) 和 (。)
。

任意给定 X (0) ~ X
,
任D

,

1簇k < + oo
,

由异步迭代 (F
,

X (。)
,

沪
,

必所产生的序列 (X (j )} 为

X (1 ) 一 (0
, a 乏 ,

⋯
, a ‘
)
T

X (j ) 一 X
。 ,

J ~ 2
,

3
,

⋯

在条件 (1 )
、

(2) 和 (3) 成立时
,

传统的迭代方法

X (j ) 一 F (X (J 一 1 ))
,

] ~ l
,

2
,

⋯

对于任何初值 X (0) 〔D 总收敛于 宁
,

因此
,

在初值可取 自 D 中任意一点的意义下
,

传统

的迭代法具有
“

大范围
”

收敛性
,

而例 1揭示了在多处理机系统执行的异步迭代一般不再

保持这种性质
。

究其原因
,

这是 由异步迭代在使用
“

老
”

的修正值时的
“

混乱
”

所引起的
,

它导致了向量 (x
:
(s

,
(j))

,
x Z
(s

2
(j) )

,

⋯
,
x

。

(s
。

(j) ) )
丁

是否总能保持在 F 的收缩域 D 中的

问题
。

根据以上的讨论
,

关于收缩算子的异步迭代收敛性
,

我们有

定理 设条件 (1 )
、

(2) 和 (3) 成立
,

且有条件 (4) F 在 D 中的唯一不动点 泞是 D 的内

点
。

则存在超立方体 H 一 丈X }}X 一引镇 V }仁D
,

v 任尸
,

v > 。
,

对于任何初值 X (0) 任 D
,

任何异步迭代 (F
,

X (0 )
,

沪
,

卯都收敛于 夸
,

其中 沪
,

沪满足 (a )
、

(b )和 (。 )
.

证明 设 A 是 F 的 Li pch itz ian 矩阵
。

不妨设 子一 O
,

}F (X )l 镇A }X l
,

X 任D
.

因爪A )

< 1
,

存在正数 。< 1和 v 一 (v
; , v : ,

⋯
, : )。 )

了
任r

,

v > o
,

使得 A v 簇。v
.

因 泞是 D 的内点
,

可设

H 一 {X 1 IX I镇 V } 仁 D

(否则
,

可用 a V 代替 V
, a 为充分小的正数)

任 意给定 X (0 )任 H
,

归纳地证 明
,

由任何异步迭代 (F
,

X (O )
,

沪
,

卯所产生的序列

{X (j )} 有意义
,

且保持在 H 中
。

设 }X (川簇v
,

O簇J簇h
.

令

Z (k ) = (x
l
(5

1
(k ) )

,
x Z
(5

2
(k ) )

,

⋯
,
x

。

(s
。

(k ) ))
T

由(a )
, : ,

(k )< k
,

i = 1
,

⋯
, , , ,

故 IX (s (k ) ) I镇 V
,

从而 ,x
;

(s
,

(k )) l镇 v , ,

i = l
,

⋯
, , : ,

即

12 (k ) }镇 V

当 i任J
,

时
,

二
,

(k ) = fi (Z (k ) )有意义
,

且

}x (k ) } ~ [ !户
’

(z (k ) }]
,

簇 [ A 】Z (k ) }〕
,

蕊 [ A v ] 镇 [ 。V 〕
,

一 二
,

当 i 任 J
,

时
,

}二 (k )l 一 {x (k 一 l )l 镇 vi

由上可知
,

!X (k )1 毛v.

{X (j )} 的收敛性证 明遵循文「2 ]
。

注1
:

在例 1中
,

定理 中的 H 是不存在的
,

故条件 (4 )不能去掉
。

注2 :

H 一 D 是可能的
。

例如 D 一 R’’ 时
,

由定理的证 明可看出 H 可取为 r
,

一个显然

的例是 F 为线性算子时的情况 (见文 [ 4 ] )
。

然而
,

一般来说
,

11 共D.

例2 设 k0 > 1
,

将例1的 D 改为
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D ~ H
,

U {X
,

Ik ~ 1
,

2
,

⋯
,

k 。
一 l }

H
:
= {X 1IX I镇 X

. 。

}

F 仍如例1所示
。

这时条件 (1 )~ (4 )均成立
。

由于 A 一 0
,

V 可取作 X
, 。 ,

从而 H ~ H
:
.

但对

于 X (0 )~ X
,
任D 一H

,

与例1同理
,

异步迭代 (F
,

X (o )
,

沪
,

卯不一定收敛于 泞二 0.

从实际应用的角度出发
,

作为定理的推论
,

下面的
“

大范围
”

收敛性是有意义的
。

推论 条件同定理
。

对于任何初值 x (0 )
,

存在非负整数 j
。
一j

。
(X (0 ))

,

当 沪
、

甲满足

(a )
、

(b )和 (e )
,

以及

(d ) : ,

(j ) 一 j 一 1
,

i 一 1
,

⋯
, ” ,

j镇 j0

J
,

~ 笼l
,

2
, , n }

,

z 簇 j
。

s ,

(j ) 》 j
。 ,

i 一 1
,

⋯
, 。 ,

j> j0

时
,

任何异步迭代 (F
,

X (O)
,

必
,

列都收敛于 已

实际上
,

推论描述了在多处理机系统求解 X 一F (X )的一种算法
,

它将同步迭代和异

步迭代相结合
,

对于 D 中任何初值 X (O )
,

为使迭代收敛
,

在迭代的开始阶段
,

各进程之

间实现同步
,

以产生传统迭代 X (j) 一F (X (j 一 1”
.

由于它收敛于 泞
,

存在 j
o

) o
,

使X (j
。
)

落入定理所述的超立方体 H 之中
。

在此
,

以 X (j
。
)为初值

,

取消各进程之间的同步
,

开始

异步迭代
。

这个算法即能放宽对初值的苛求
,

保持
“

大范围
”

收敛性
,

又能发挥异步迭代

最大限度地减少同步和通信开销的优势
。

附 录

设

F ,
D 仁 R

”

~ R
” ,

户
’

(X ) = (f
l
(X )

,

⋯
,

人 (X ) )
T ,

X ~ (x
, ,

⋯
,
x

。

)
T
任 D

(1) 收缩算子
:

如果存在非负矩阵 A
,

使得

}F (X ) 一 F (Y )l 镇 A }X 一 y } X
、

Y 任 D

则称 A 是 F 的 LI Pc hi tz ian 矩阵
。

若 A 的谱半径 P( A )< 1
,

称 F 是 D 上的收缩算子
。

(2 ) 异步迭代方 法
:

沪~ {(s
:
(z )

, 5 2 (j)
,

⋯
, s 。 (少)) }j= 1

,

2
,

⋯ }仁N
’

(N 是 非负整数

集 )
,

少一 {J
,

lj 一 1
,

2
,

⋯ }是 (1
,

2
,

⋯
, 。 }的非空子集序列

,

满足

(a ) s,

(j )镇j一 1
,

i ~ 1
,

2
,

⋯
, ” ,

j一 1
,

2
,

⋯

(b ) s,

(j)~ + co
,

z~ + oo
,

i = 1
,

2
,

⋯
, , ,

(c ) 对于任何 i任 {1
,

2
,

⋯
, , , }

,

i 属于无穷多个 去
.

J
,

(j 一 l )
,

关(x
:
(s

,
(少) )

,

⋯
,
x

。

(s
。

(j) ) )
,

给定初值 X (o )
,

序列 {X 勺)}为

任J
,

任 J
, ,

J = l
,

2
,

⋯
。

,

必
,

卯
.

fK||L

一一
、.产

;
J
f
、

X

称 {X (j) }为求解不动点问题 X = F (X )的异步迭代
,

记为 (F
,

X (0 )
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