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一类复三次样条的保凸条件
’

朱健 民

(国防科技大学系统工程与数学系 长沙 4 1。。7 3)

摘 要 本文研究了一类定义在实轴区间上亏数为 1 的复三次样条的保凸条件
,

推广了

文 〔2 ] C
Z

连续的实三次多项式样条的相应结果
。

关键词 凸 曲线
,

样条
,

正矩阵

分类号 0 1 5 6
.

1

对于 拼 连续的实三次插值样条
,

文 「ZJ通过其型值点的二阶差商给出了一个保凸条

件
,

其形式十分简洁
,

并在小挠度的曲线拟合中得到了有效应用 [’j
。

对于大挠度曲线
,

可

通过三次参数样条函数进行插值
,

但此曲线段可能出现多余的拐点和奇点
,

使得曲线不

光顺
。

文 [ 3 ] 利用 B & ie r

样条函数
,

构造了 G ,

连续 (位置
、

切向和曲率连续 ) 的保凸

闭曲线
,

但要使其 C
,

连续是困难的
。

本文中将三次参数样条函数用复数形式表示
,

即为

一特殊的复三次样条
,

得到 了保凸的充分条件
,

从而推广了文 「2〕中的结论
。

对复平面上的一条 Jor da
n 曲线 厂一 A B

,

在其上由 A 至 B 的方向作一分划

乙 : A 一 t 。 ,

tl
,

⋯
,
t
。

一 B

记 厂 ,

为 tj 一 1

到 t
,

的弧段
。

设 {天 }了
一 。

为一列复数
,

定义 厂 上亏数为 1 的复三次插值样条函

数 Q
。
(t )为

:

(l) 在每个弧段 尸
,

上
,

Q
。

(t )为复三次多项式 ;

(2 ) Q
:
(t )〔 C Z

(厂) ;

(3 ) Q
。
(r

,

) = 大
,

(夕= O
,

1
,

⋯
, , ,

)
.

文 [ 1 ] 首先研究了此孚
_

样条的存在和唯一性
,

并对其收敛性作了细致地讨论
。

在此
,

我

们取
r

为实轴上的闭区间
,

尸 ~ 巨
a ,

川
,

其上亏数为 1 的复三次样条存在并对给定的边

界条件唯一
,

它与实的三次样条有相同的 M 一连续方程
。

记 Q几(t
,

) = M
,

(J一 O
,

]
,

⋯
, , ,

)
,

h
,

一 t
;

一 tJ , ,

人
少

= 亡若云
七一

,

产 ,

= l一几
, ,

(少= 1
,

2
,

⋯
,

, L 少 l , L 了一 1

h
, 一 1

1 )
,

则有 对一连续方程
:

从盯
一 ,

+ 2材
J (1 )

_ 二

f
,

一 f
一 1

刀几 一 不二下丁
, 丈厂 J

+ 只
,

M
, 一 ,

一 d , ,

(少 = 1
,

2
,

⋯
, , 2 一 1 )

D 九
+ l
一 D 式

h
,

十 气
+ l

则 d
,

一 6 D
2

大
,

(j 一 1
,

2
,

⋯
, n
一 1 )

。

在给定边界条件下 (l) 有矩阵形式
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(2 )

其中 M = (M
。 ,

M
, ,

⋯
,

从 )
T ,

d = (d
。 ,

d
: ,

刁
毛lwe

es
ee卫||||||||lweesesweJ

�z

、八

AM ~ d

⋯
,

d
。

)
T ,

几

2 又l

尸
。一 1

2

我们称型值点到 {fj 片
一。

为 凸的
,

若相邻两 点相连接组成 凸多边形
。

对型值点列

{九 }了
一 。 ,

若 I 。 ( D
,

fj 瓦 ) > o ( , = 1
,

2
,

⋯
, n ,

f
( 。+ l )

= f0 )
,

则它为凸的
。

这是因为

( h
,

+ h , + ,
) I

, ,

j 了
少D

Z

九) = I
m

仁( D 无
十 ,
一 D 无) 万了

,
」

= I 。 [ D f, + ,
D 九]

一

疏 Im[( 爪
一 、) ( : 一 :

一 l
) :

因此法
。

(D Z

大瓦 ) > 0 等价于

0 < a r g (大
+ ,
一 f, ) 一 a r g (九 一 大

一 ,
) < “

因此
,

依次 以 九为顶 点的多边形为凸多边形
,

其 内角 0
,

~ 7r 一 [ar g ( fj
十 :
一 fj ) 一 a rg (fj 一

fj
一 ,

)〕(如图 1 )
。

设 C : z 一 z( t) 为定义在 [
a ,

司上的一条 c ,

连续 的曲线
。

称其为凸的
,

若 z’ ( t) 共O 且

a r g z ,

(t )为 t 的严格增函数 (如图 2 )
。

因为 a r g z ‘
( t ) = I ,

( 10 9 2 ‘
( t ) )

,

所以

d

而
a r g z 气i 夕 =

I ,

嘿2 t L 少

I m
( z “

( t ) z ‘
( t ) )

}z
‘
(t ) {

’

因此
,

我们有

引理 i 设 C : z = z ( t )
,

t 任〔
a ,

b ]
, z ( t ) 任 C Z

[
a ,

b〕
,

若 I m ( z
, ,

( t ) z ‘
( t ) ) > o

,
t 任 ( a ,

b )

则 C 在〔
a ,

习内为凸曲线
。

引理 2 对 ( 2) 所确定的复三次样条函数 Q
。 (t )

,

若

, , , ,

一
、 一 6

,

U 气 lm 又‘V1 , 一 :“以
,
) 久 万 l m 气’Vj , 一 ‘ ( 3 )

( ] 一 l
,

2
, ’

一
n )

,

占一廷瞥
,

h , ,

则 Q
· (‘)在仁

a ,

b〕上为凸的
。

证明 当 t 任 ( t
, 一 , ,

t ,

)时

j一
,

入
f一,

Q
。
( r ) = M

, 一 1
(t

,

一 t )
3

6h ,
+ M

, 竺共李
{上卫竺 +

b九 z

丛些
2 !

{(
,
‘

一 , )

6 )
J
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{关
一卜 { 丁一

\n ,

生些红{
6 /

M
,

(t 一 t , 一 l
)

由此计算得

I。「Q
,

认(t ) Q
‘:

(t ) ] = I二 (M
,

一 1

刃
.

祥生二旦丝二七
二

口
艺h z

+ Im (M
, 一 l

h
,

_

一 一 1 ~ (M
6

生于兰+ Im
(、

,

云
)

, L少

tz一

(4 )

由于 M
,

瓦
一从可不一 (h

,

+ hj + ,
)Mj 万万丁

,

由(1 )知

(h
,

+ h
, · :

) , m
(、可

) 一

含仁
h

, · l , m
(M

,

“
, · ,

) 一 h
,

‘,
(、

一 1

又 )〕

所以

Im (从 D 式

由此及 (3) 知

一 : , 。 ((M
,

不
) 一

告
h ,

一 ‘
m
(M

,

“
, 十 】

)〕+

告
‘m (M

, 一 l

风 )

, m
(、可

) >
告

h , ‘二 (M厂
l

风 )
(5 )

结合 (3 ) (4 )(5 )便有

I。 [ Q
‘, 二

(t ) Q
‘。

(t ) )」> o
,
t 任 (t , 一 , ,

t ,

)

由引理 1 便得引理 2 的证明
。

_
. , _ 、 , , ,

_ _ , 、

_ 几
,

盯 仁Z )甲的短阵 A
,

记
a ,

~ 甘
乙

o
,

1
,

⋯
, 、一 1 )

,

戊一誉(, 一 1
,

2
,

⋯
, 。 )

,

令
乙

O a -

(6 )

风
一 1 0

夕
, :

a 。

一

0

二,-尹
J

n川O少

则 }}B }} < 1
,

且 A 一 2( I十B )
。

另外
,

对 (2 )中的 d
, ,

令

r = (I
m
(d

k d ,
))

(
,

+ 1 ) 、 ( ”十 1 ) ,

G 一 (I
m
(d

*
D fl ) )

(。 + 1 ) x (。+ , )

显然
,

F 为反对称矩阵
,

因此若 F ) 0
,

则 F 一 0.

定理 设 {无片
一 。

为凸 的型值点列
,

Q
。
(t )为 [

a ,

司上相应于分划 △ 且亏数为 1 的复三

次插值样条函数
,

若对于前面给出的矩阵 B
,

F
,

G
,

满足

(1 ) (I一 B )F (I一 B T
)(I+ (B

T
)

2
)) O

(2 ) (I一 B )「1 ZG (I一 (B
T
)

2
)一占r (z 一 B T

)」> o

(其中 占同引理 2)
,

则 Q
。
(t )在 [

a ,

司 中为凸 的
。

证明 由引理 2
,

我们只须求使 (3 )成立的条件
。

今
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(月 + l ) X (月 一 1 )

门|||l!l

l
J ee||||||

0
.

m卜队||||因

则

(M
。 ,

M
, ,

⋯
,

M
。

)S = (M
; ,

M
: ,

⋯
,

M
, , ,

O)

于是 由(2)

旧11d
eel.l.l.|ld
L

巴
。

)
4材

1

} _ 一 一
-

⋯
:

一

⋯
(M

l ,

“
2 ,

一、
。 ,

。」

LM
。

」

一 A 一 1
(己

。 ,

己: ,

⋯
,

己
。

) (A
丁
)
一 ’S

由此有
,
(M

o

M
I

I
, 。

(M
I

M
Z

I
, ,

(M
。 一 I

M
。

) {
一 ‘ 一 ’F (‘

丁
’
一 ‘
’S叮||||||

;

一 工 (I 一 B Z
)
一 1

「(I 一 B )F (I 一 B T
)(I + (B

T
)

2
)〕(I 一 (B

T
)
‘
)
一 ‘s

4 一 一
(7 )

由(7 )欲使 1 .
(材

, 一 1

而
,

)) O
,

只须

(I 一 B )F (I 一 B T
)(I + (B T

)
2
) ) O

此即为定理中的条件 (1 )
。

同理
,

我们有
。
(M

。

可
,
)

l。 (M
,

可
2

(8 )

I
。
(M

_ 1

D- f,, ){
一

介以

|
.

ll

L

所以由(7 ) (8 )得

�lesesesesesesesesesesesesesesD f
l
) 一 占I。 (M

O

M
I
)

6 I m (M
。
D f

Z
) 一 占I

m
(M

,

M
Z
)

6 I m
(M

, 一 ,

D f, ) 一 占I rn (M
一 I

M
, ,

)

= 6A 一 I
G S 占A

一 ‘F (A
T
)
一 ’S
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一 B Z
)
一 ’

「1 2 (I 一 B )G (I 一 (B
T
)
’
) 一 占(I 一 B )F (I 一 B T

) ] (I (B
T
)
’
)
一 ‘S

因此
,

当 (2 )成立时
,

有 6 1。 (M
, 一 , z之兀)> 占I。 (M

, 一 1

刃
,

)

定理证毕
。

推论 若 F 一 O
,

则当

Im [ (2 D
2

儿 一 几,

D
Z

无
+ ,
一 产,

D
Z

九
一 ,

) 刀了
盛

」> o (9 )

时
,

Q
。
(t )在 [

a ,

司中为凸的
。

其中 产。
一 凡

,

一 。

证明 因 F 一 。
,

由 (7 )知
: Im

(M厂
1

厕
,

)一 0
,

(j 一 1
,

2
,

⋯
,

n)
,

所 以只须求使 I
m
(Mj

一 l

刀九)> o 成立的条件
,

而 由(8) 知
,

只须 (I 一B) G > 0
.

由于

(x 一 B )G 一 (I
m
(己

,

刀了
盛
) 一 a J

I
m
(己

J十 :

刀了
厂) 一 几I

m
(d

, 一 :

万7、)
( . 十 1 〕、 (。 + , )

所以当 (9 )成立时
,

有 (I一B )G > 0
.

注
:

一般实三次样条 f (t )可视为复三次样条 Q (t )一 t + J (t )( i一 了二丁
,

其型值点 (t
, ,

y ,

)用复数表示为九一 t , + 妙
, ,

于是有

D fj 一 1 + iD y , ,

D
Z

无一 iD 议

由此知 F 一 O
,

(9 )则变成

ZD
, 少

,

一 凡D
, 夕, + ,

一 产,

D
Z少, 一 1

> o (10 )

(1 0 )即为 [2〕得到的保凸条件
,

因此上述推论为 [幻的推广
。
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