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摘 要 本文首先引进度量空间非标准包的定义
,

然后将讨论非标准包的许多性质
。

在

此基础上
,

用非标准方法来刻划度量空间中的各种紧性
。

最后应用这些结果
,

将证明 A rze la
-

A sc ol i定理
,

并在较弱的条件下
,

得到 Ba na ch 不动点定理
。

关键词 非标准包
,

预近标准点
,

预紧集
,

预紧算子
,

几乎紧集
。

分类号 0 1 7 7
.

9 9

1 9 6 9 年
,

W
.

A
.

J
.

L u
xe m b ur g 在文 [l ] 中建立了一致空间非标准包的概念

。

它的提出
,

为经典的拓

扑学及泛函分析的研究
,

特别是这些学科中一些基本概念与基本定理的刻划和描述
,

提供了非常有效的

工具
。

所以在最近的二十年中
,

涌现 了一大批用非标准方法来研究拓扑学与泛函分析的文献资料
,

这些

成果不仅使得相关学科中的现有结果更加精炼和直观
,

而且还取得了一系列具有深远意义的新成果
,

其

中以 A
.

R
.

Be rn
s te in 与 A

.

R o bi ns
o n
的

“

H ilbe rt 空间上多项式紧算子的不变子空间的存在性证明
”
为代

表
,

C
.

w
.

H e n s o n

[ 2〕[ s〕[ 4〕
,
L

.

C
.

M
o o r e ,

Jr
.

[ 2 ]〔3〕
,

D
.

C o z a r t [ 6〕以及 H
.

R e n d e r
[ 5〕等在拓扑向量空

间及 B a
na ch 空间理论的非标准研究方面

,

都作出了许多重要的贡献
。

本文 ; 1 定义 了一个度量空间 (M
,

d ) 的非标准包 (沱
,

窟)
,

并得到了 (后
,

窟) 的一 系列性质
,

在

芍2
,

用非标准方法刻划了度量 空间 (M
,

d ) 中诸如全有界性
,

列紧性等紧性
,

相应地简化 了许多经典

结论的证明
。

最后在 荟3
,

应用上述诸结果
,

用非标准方法证明了 A r ze la
一

A sc ol i定理
,

并在较弱的条件

下
,

得到了 B a
na

c h 不动点定理
。

本文的讨论均假定在一个
‘ 一

饱和模型
’

V (S )中进行
,

其中 S 含所论度量空 间 M 和实数集 R
,

这里

K 一 (C ar d (v (S ”
.

在下面的讨论中
,

R + 一 {x 〔 R }二> 0}
,

N 表示自然数集
; (M

,

d )为度量空 间
,

而

B (P
,

动表示 M 中以 P 任M 为中心
, 二〔R +

为半径的开球
,

即 B (P
, , 一

) ~ {q 任M ld (P
,

妇 <
,
一

}
; (

.

M
, ‘

d )

表示〔M
,
d )的非标准扩张

,

P 〔M
, .

p 表示
’

M 中的标准点
。

为简明计
,

今后 在不致混淆时
,

将
’

d 仍记

为 d
,

而
’

p 也写作 P.
’

M 中以 q 任
’

M 为中心
, 二任

’

R 斗
为半径的球记为旦(P,

, 一

)
,

即互(P, 月 一性任
‘

M

}d( 户
,

妇 < 动
.

显 见旦(P
, ,

一

)为内集
,

且 当 p 任M
, ,

一

e R 、
时

,

些(P
, : )一

‘

方(P
, , 一

)
.

若 A 二M
,

则记 ns (
‘

A )为
“

A 中全体近标准点之集
,

即 ns (
‘

A )一 {p 〔
’

川存在 P 任A
,

使 d( p
,

P) 七 0}
.

至于其它特别说明

的记号均可见文〔1 ] 和文 [ 8 ]
.

1 度量空间的非标准包

设 P〔
’

M
,

称 P 为
‘

M 的有限点是指
:

存在点 P C M
,

使
。

d (P
,

P )< + ~
.

记 Fi n (
’

M )为
’

M 的全
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体有限点之集
,

即 Fi n(
’

M)一 {P任
“

M }存在 P〔M
,

使od (P
,

P) < + 二 }
.

对 户任
‘

M
,

记 m (P )~ (q 任M }

d (P
,

妇、 0}
,

称 m (P)为 P 的单子
。

在
‘

M 中引入关系
“

、
” :

P
,

q 〔
‘

M
,

P七q 当且仅当 q 〔 m (P ) (l)

由(M
,

d )的度量 d 的定义及转换原理
,

易验证 (l) 所定义的
“

、
”
为一个等价关系

,

而且有

命题 2
·

l 设 户, ,

PZ ,
Q
、 ,

Q: 任Fin (
’

M )
,

且 P
l

、P Z ,

叮
1

、q Z ,

则有 d (P、
,

叮
1

)、d (P
, ,

。2 )

证明 由 d 的三角不等式即知
o
d (p

l ,
q

l

=
。
d (Pl ,

P Z ) +
。

d (P
l ,

, 1 ) +
。

d (9 1 ,
9 2 )

=
。

(d (P Z ,

P
l

) + d (P
l ,

9
1

) + d (q , ,

叼2 ))

)
“

(d (P : ,

9 2 ) ) =
。
d (P : ,

口2 )

同理
, 。

d (PZ ,
9 2 ))

。

d (P, ,

g
,

)
,

故
。
d (P, ,

g , )=
。
d (P: ,

叮2 )
.

而由 P 、 ,

PZ ,

g , ,
, 2任F in (

’

M )
,

则
。
d (P 、 ,

g 、)< +

co
, 。

d 峥
2 ,

9 2 )< + co
,

故有结论 d (p
, ,

q
,

)、己 (p Z ,

q Z )成立
。

记 后一 Fi n(
’

M )/ 、
,

且 V p 任Fi n(
’

M )
,

记声为以 户 为代表元的 后的元素
,

即声一 m (P )一 {q 任Fi n

(
‘

M ) }d (P
,

妇、 o }e 后
.

定义 日
:

后 x 后~ R ,
U (0} 如下

:

V P
,
Q 任 M d (P

,
, ) =

。

d (P
,
口) (2 )

由命题 2
.

1
,

上述(2) 有意义
,

而且容易验证
,

窟为后 上的一个度量
,

故(后
,

山为一个度量空间
。

定义 2
.

1 上述得到的度量空间(后
,

汾)
,

称为(M
,

d )的非标准包
。

而记 B .
, : ) 一绮任后 l夕啥

,

砂<

r
}

, r 任R 十
.

定理 2
.

1 (后
,

窟)为一个完备的度量空间
。

证明 只需证明其完备性即可
。

设 {声
.

}
, : 任 N }为 (对戒 )中的 e a u e h y 列

,

即 V 走e N
,

存在
, : 。任 N

,

使V ; n , , :
妻

, : ‘ ,

e
.

N }
,

令

有“(三
, ,

三
, ,

) <
矗

,

贝。由 (2 )
,

此日寸、(:
. ,

少 )<
资

·

将序列 {:
,

一。N }扩充为内序歹。{全一

。
*

一 {
, : 任

·

、 r,
。

任
·

、
,

v , 。 : , : 。

(
, 、
(

, :
=> 、(,

。 ,

户
。 .

) < 半}

一 一 一 K

D
;

为内集
,

且 D
*

D 「
n , ,

+ co ) n N
,

从 而由上溢原理
,

存在 y ‘〔
’

N \N
,

使「
、 ; ,

人」n
’

N o D
o .

令 y ~

m fy
‘ ,

则有 y。 任
·

N \N
.

从而 v * 〔 N
,

,
. ,

月 n
·

N 二 D
* ,

即 v , 、
)

, ! * ,

有 、(P
n . ,

户
,

) < 半
,

而 ,
。 任

‘若刀
“ ’

一
’J “

~
一

钾
’ 、 ”“ ’ 一

~ 一 ’ ‘ 一 ‘ ’ 二
”

-

一 一
‘ ’

一 ”
-

一
一 ,

”
” 一

、

二
nl ’

f
~ k ”

, lJ
二用 、

-
-

、 一

1
_

d

Fi n (
’

M )
,

则全任Fi n (
“

M ). 故由(2 )
,

‘(全
‘ ,

全)< 言伽
,

) 心 )
,

从而P,.
,

一州
m 一 + oo )

,

且全任斌
即 (后滚 )是完备 的

。

(证毕 )

V p 〔M
,

则 p 任Fi n (
‘

M )
,

从而 户一 m (P )〔后
.

作映射 夕
:

M一后
,

使V p 任M
,

0( p )一户
,

则由(2 )
,

有

V 户
,

叮任 材
,

岔(0 (户)
,

夕((l )) = 沙(户
,

母) = “(户
,

。) (3 )

从而 夕为M~ 对 的等距映射
,

这样 (M
,

d) 可等距嵌入到 (后
,

山 中
,

记 M
。 ~ 班M )

.

则有

定理 2
.

2 设 (M
,

d ) 为度量 空间
,

则存在 完备度量空间 (Y
,

d
l
)

,

使 M 与 Y 的一稠密子集是等

距同构的
,

且在等距同构意 义下
,

Y 唯 一确 定
。

此时称 Y 为 M 的完备化空间
。

证明 设 0
:

M~ 对 为嵌入映射
,

由定理 2
.

1
,

(后
,

山为完备度量空间
,

故若记丽
。
为 M

,
在(对

,

如

中的闭包
,

则刃
八
。后

,

且 (而
。 ,

汾!
。。 )也是一个完备度量空间

,

由 (3 )及 0 的定义
,

知 M 与 M
八
是等距

同构的
,

从而记 (Y
,

d. )全 (而
八 ,

刃
。 。 )即可

。

设 (Y
。 ,

d
。

)为 (M
,

d )的另一完备化空间
,

为方便计
,

不妨设 M仁Y
。 ,

即 M 在 Y
。

中稠密
。

V 二任Y
。,

有 {二、 }
, : C N }c M

,

使 d
。

(二
, 二 ,

)~ o (, :

~ + 。。 )
,

从 而 恤
。

}
, : 〔 N }为 M 中 C a u e hy 列

,

故 它对应 Y 中

C a u e h y 列 {。
,二

l
, : 任N }

,

从而有 。,

C Y
,

使 d
,

(。
。 , 。,

)~ 0 (, :

~ + co )
.

由 (Y刁
;

)是 (材冠 )的完备化知
, 。,

与

谧x
,

}
n C N }的选取无关

,

只与 二 相关
,

故作映射 T
:

Y0 ~ Y
,

使 T 二一 夕
.

易验证 了
’

为满射
,

且

1 1 0



d
.

(了
’

x l ,

了
’

2 泛) = d
,

(, , ! .

, 2 ) 一 1lm
”
一 + 。

一 1im d
。

(艾、
。 , 沈

d
l

(夕
1 , , 〕,2 二)

一 d
。

(二
: ,

二 2

)

其中 , ‘

一 ,1’x
, ,

{ , .

}
, : 〔N }仁Y

,

且 。‘

生 7
’

x (, :

~ + 二)
, 二 任 Y

。 ,

(
二、.

}
, : 任 N )为与 {。

, 、,

1
, : 任N }对应的序

列 (i 一 1
,

2)
.

从而 T 为等距映射
,

即 (y
。 ,

d
。

)与(Y
,

d
:

)等距同构
。

(证毕 )

这一定理的证明
,

比用经典方法要简洁
。

定义 2
.

2 设 (M
,

d )为度量 空间
,

称点 P任
’

M 为预近标准点是指
:

存在点列 {户
,

}
、 C N )〔M

,

{
r .

}
, : 任N }c R + ,

满足
: 。

去。(
, :
~ + oo )

,

使 P

·

M是预紧的
。

任
,

n
’

B (P
, , ,

一。

)
‘ .

若
.

M 中每一点均为预近标准点
,

以及

则称

记 P n s (
‘

M )为
‘

M 中全体预近标准点之集
,

显 见

M C
n s (

.

M ) 仁 P n s (
.

M ) 仁 F ln (
’

M ) 仁
“

M (4 )

若令 后
户一 P n s (

‘

M )/ 、
,

则有

定理 2
.

3 后
户一丽

; ,

从而 后
,

为后 的完备子空间
。

证明 显 见 材
;
〔后

, ,

V 声〔后
p ,

则 p e Pn s (
‘

材 )
,

即存在点列 (p
。

J
, : 〔N }仁材

,

及 {
,一

,
, : 任 N )仁

_
.

_

二
_

d
天 + , ; 。

洛。(n

~ + co )
,

使v 。 〔N
,

J伽
,

户
,

)<
r

” .

由式 (2 )
,

己幼
,

卢
。

)(
,

, ,

故 卢
,

二二卢(
, :

~ + co )
.

而任
。

l
, : e N }仁M

。 ,

有声〔刀
。 ,

即 沱
,

〔厕
。

.

反之
,

V 户e 耐
。

.

则有点列 {p
。

}
, : 任 N }仁M

,

使 夕(声挤
二

)~ 0(
n

一 + co ,
,

从而有
。

己(兰
,

户
二

)一 。(n 一 + 一 )
·

从而 必有子歹。{户
。*

}乏。N }
,

使v 走。 N
,

有 、(:
,

,
。*

)< 士
.

这

样
,

: 气乳
·

*

(
p

二* ,

告)
,

即 : 。 P n · (
·

M )
,

三。“
户 ,

从而 “
八
二”

,
·

故 “
, 一“

/
成立

。

由上述定理 2
.

3
,

M 有一个完备化空间为后 的子空间
,

那么何时后 即为 M 的完备化空间呢 ?

定理 2
.

4 (M
,

d )为度量空间
,

若 Pn s (
’

M ) 一 Fi n(
‘

M )
,

则 对 为 M 的完备化空 间
。

证明 由 (3)
,

只需证明 M
。
在 后 中稠密即可

。

若 V 声〔后
,

则 p 〔Fj n(
‘

M )
,

即有 户〔Pn
s (

‘

材 )
.

从 而存在 {p
.

I
, : 任 N }〔材

,

及 {r
,

,
, : 任刀 }。尺

,
.

,
一。

告。(
, :

一 + co )
,

使 V , : 任 N
,

己 (p
。 ,

p )<
,
一。

.

而咖
。

.
, : 〔

N }〔M
,

.

d (p
。 ,

p ) =
。

d (p
, ,

p ) (
。 ,

一,

= ,
一 ,

~ 0 (, :

~ + 二 ) (5 )

d

故 p
二

—
p (n

~ + 二 )
,

故 M
。
在 后 中稠

,

即 肪 为 M 的完备化
。

2 各种紧性的刻划

w
.

A
.

J
.

L ux
e m e

bu rg 在文〔1 ]中证明了一个拓扑空间 X 是紧的当且仅 当
“

X 中每一点均为近 标准

点
,

即
n s (

’

M )一
“

X
.

这非常简洁地描述紧性概念
。

在定义 2
.

2 中
,

若将 A 仁M 代替空间 M
,

则得
.

A 的预近 标准 傲及
.

A 为预紧的定义
。

命肠 3
.

1 设 (M
,

d )为度量空间
,

月仁M
,

则 P 任Pn s (
.

韵当 性仅当V ￡任 R 、
.

存在 户e A
,

使 d (P
,

户)< 乙

证 明

(P
, , ,

一 ,

)一

可
。

二 )p 任P n s (
“

几 )
,

即有 {p
。

}
, , 任人厂)。月

.

{
, ·

}
, , 〔 N )任 R 、 , ,

-

小O(
, :
~ + 的 )

,

使 P任 门
.

B

一 月 〔 N

即v ￡〔 R 、 ,

存在
n 。e N

,

使 ],,
.

<
。

·

故由 户任
’

召(九
一, , )一 。

)
,

知 d (九
。 ,

p )<
: ,

取 p 一几
。

〔A 即

<= )由假设v n o N
,

取 一告
,

存在 p
,

。 ,
,

使 、(,
z ,

: )<
告

,

贝。得点歹。{p
, .

!
n o N }二 ,

,

且 : 。

.

么
·

B

(
, 一

告)
,

从而 : 〔 p二‘
“

A ’
·

下面的定理给出了全有界集与预紧集的关系
。

1 1 1



1一k丸B

、U司

定理 3
.

1 设 (M
,

d) 为度量空间
,

A 仁M
,

则 A 为全有界的当且仅当 P ns (
.

A )一
’

A.

证明 设 A 为全有界
,

则v k〔N
,
A 中存在有限点列 p 、 ,

p Z ,

⋯
,

九
, (也 任N ), 使 A 仁

从而有

引引Pi召

、U-1
UA

A
,

存在 q , 〔 <户
: ,

p Z ,

一
,

九
,

}
,

使 p ‘

(6 )

。

这样得点列 匆
五

}乏任N }仁A
,

使左气么

即 p 任P n s (
‘

八 )
,

故
’

八〔P n s (
’

八 )
.

反之
,

设 Pn s (
.

A )一
‘

A
.

若 A 不是全有界的
,

网
。

设

另一方面
,

显 见 P n s (
’

A )仁
’

A
.

故 Pn s (
‘

A ) ~
’

A.

则存在
: 。〔 R + ,

使 A 的任何有限集均不是 A 的
。。一

(7 )

定义夕 x A 上的二元关系

{X }存在 户
、 ,

⋯
,

户
。

任 A
,

使 X 仁 U B 沙
‘, : 。)}

苦
~ !

劣
:

男 一 {(X
,

P ) }X 〔 夕
,

P e A
,

P 百 X } (8 )

则V X e 乡
,

必存在 p 任 A
,

使 P百X
,

否 则由此 X 即可得到 A 的一个有限
。。一 网

,

从而 do m (少 ) 一夕
.

下证 男是共尾的
。

事实上
,

V X
, ,

⋯
,

X
, ,

任夕
,

则 A 位 U X
, ,

否则可得到 A 的一个有限
。。一 网

。

从而存
「带 1

在 户
。

〔 A \U X
、 ,

即

(X
、,

P
。

) 任 厌 ,

⋯
, 7花

从而厌是共尾关系
,

·

少任
’

乡 火
’

A
,

P 。〔

由共点定理
,

存在 P
。

任
’

v (S )
,

使得 V X e 少
,

(
’

X
,

p
。

) C
’

男
·

(9 )

而厌仁少 X A
,

故

’

A 一 Pn s (
“

A )
.

而 V X 任夕
,

卜 (V Pe A
,

(X
,

P )任男”P百X )
,

故 由转换原理
:

“

阵 (V p 任
‘

A, (
’

X, P) C
’

厌=> p 百
’

X ). 特别有 v X 任 ,
,

全百
‘

X
·

但另一方面
,

由于 全任P ns (
“

A ),

故对上述
。。任尺 + ,

由命题 3
.

1
,

存在 q 〔八
,

使 己峥
。 , g )<

。。

即 户
。

任
’

召匆
, : 。

)
,

而显 见 方匆
, 。。 )任少

,

这

是个矛盾
,

故 A 全有 界
。

(证毕 )

这样
,

一个度量空 间 M 为全有界的当月仅 当
’

M ~ P n s (
’

M )
,

这完全类似于紧的描述
。

定理 3
.

2 设 (M
,

d) 为度量空间
,

则 (M
,

d) 全有 界当且仅 当 (后滚 )是全有界的
。

证明 。 )设 (M
,

d )为全有界
,

则 V 。任 R + ,

存在
, : 〔N

,

及有限点 列 {P
l ,

P
Z ,

⋯
,

P
。

}C M
,

使 M

二
如(

p
‘,

引
·

下证

M 〔 U B (P
, 。)

f= 1

(1 0 )

事 实上
,

v 户任 后
,

由 定理 3
.

1
,

p 〔 Pn 、 (
、

M )
.

故 存 在 , 任 M
,

使 d (p
,

p ) < 冬
.

而 由 p

一 / 、

一 ” 二 ~
一 ’

~ ~
-

一
一 一 ’

二 ~ 一 ” 一 “ 一 ‘ ’

~
’J ’

一

‘ f ~ 一 ”~ 一
、

二
‘

厂
’ 一

2
一 ”’

~

。 O可,
‘,

冬}知
,

存在 , :
1 ( , 毛

, : ,

使 , 。州,
, ,

冬}
,

故有 、(声
, ,

声) 毛、(声
, ,

乡) 十 、(户
,

声) 一 己(p
, ,

~
,

与一 、f ‘ ’

2 /
/

’

”

”
‘

一
沙 ‘ 一 ~ 了 ~ ”~

J 一 一 、万 了 ’

2 户
’

~
’ ‘ 、才 了 ’

二
’

~
’ J 了

’

J

”
’ J

’

二
’

C 仁 二
_

_飞 - 一 _ , . 只
, ,

、
, 、 、

二
_

_ 、 _ 飞 、 、 .

P ) +
。

d (P
,

(l ) < 母 + 于 = :
.

从而P 任 B (P
, , : )

,

即P 任 U 召 (P
, : )

,

故 (1 0 )成立
。

从而 (M
,

d )为全有
一

“ 厂 ’ 丁 一
2

’

2
’ ‘ 、 ”

.
J

上 ~ 一
“ 工 了

”
一 ,

二 ~
,

梦
!一

、 了 ”
’

~
’

一 ”~ 一
“ 、 ”

”一
‘

一
’ 砂

一
’咨

界的
。

反之
,

由于 刀
。
二后

,

后 全有界
,

故M
。
也是全有界的

。

V : 任 R 十 ,

存在有限点列序
: ,

户
: ,

⋯
,

声
。

}二

M
八 ,

使得 M
。
任 U 后(声

, ￡ )
,

则 易验证 M 仁 U B (P
, 。)

,

即 (M
,

d )全有界
。

定理证毕
。

廿
~ 1 泞

= 1

若 A 任M
,

且 A 中元素有无限个
,

则称 A 为 M 的无限子集
。

定义 3
.

1 设 Q仁 M
,

P〔O
,

称 P 为 O 的紧点是指
:

P 〔ns (
’

M ) ;

若V Pe Q
,

P 为 Q 的紧点
,

则称

Q 为几乎紧集
。

记
。o m (Q )为 Q 的全体紧点之集

,

则易验证
: C o m (

.

M ) = n s (
’

M )
,

并对 A 仁M
,

有

1 1 2



A 仁
n s (

‘

A ) 仁
e o m (

‘

A ) 仁 P n s (
‘

A ) 任 F in (
.

A ) 任
“

A

A 任M
,

则 A 为闭集当且仅当
Co m (

“

A )一 ns (
“

A )
.

(1 1 )

命题

证明

。

(
,

,

告

3
.

2

二 )v 所 co m (
·

, )
,

则有 , 。M
,

使 、(:
,

, )尧 。
·

而v 、 、
,

则少
·

, 。
·

。

{
,

,

刹
,

从而

。,
、

,

设 p
。

。二

(
,

,

告{
。,

,

则得点列 {p
。

.正 N} 二
,

、(知 , )<
奈

v 正N)
,

即 九

P (, :

~ + oo )
,

从而 P 任万一 A
.

即 Pe n s (
“

A )
,

故
e o m (

“

A )仁
n s (

“

A )
,

由(1 1 )
, eo m ( 八 ) 一 n s (

’

八 )
.

_ d

<= )V P 〔A
,

则有 {P
,

}
、 〔N }任 A

,

使 P
,

一l,(
n
~ + 的 )

,

将 {P
。

}
n 任N }在

’

A 中扩充为内序列 伽
。

}

, : 任
“

N }
,

则对 万 任
’

N \N
,

“(P、
.

P )、o
,

从而 P, , 任 Co m (
’

八 ) 一 n s (
.

八 )
,

故 P 一
”

P。 〔八
,

即 万仁八
,

八

为闭集
。

(证毕 )

定理 3
.

3 A o M
,

且 A 为几乎紧集
,

则 A 是全有界的
。

证明 由于
’

A 为几乎紧集的
,

从而
。o m (

“

A )一
“

A
.

由 (l l) 知
,

P n s (
’

A ) 一
“

A
.

由定理 3
.

1
,

A 为

全有 界的
。

下 面定理给出了列 紧集的非标准特征
。

定理 3
.

4 设 A 仁M
,

万 为列紧的 当且仅当
.

A 是 几乎紧集
。

证明 对于有限集 A 仁M
,

结论显 然
,

设 A 为 M 的无限子集
。

若 A 是列紧的
,

则 A 全有界
。

由定理

3
·

1
,

v : 。
·

,
,

: 。 Pn · (
·

, )
·

由命题 3
·

1
,

v
2 2 o N

,

存在 户
。

。 ,
,

使得 、(p
。 ,

: )< 告
·

这样得点歹。{p
。

一

任N }仁A
,

且
。
d (P

。 ,

P) ~ 。
,

(n
~ + co )

.

由于 A 列 紧
,

则 {p
”

卜
‘e N }存在收敛 子列

,

不妨设其为本身
,

即存在 乡e M
,

使 d (P
。 ,

P )~ 0(
, :
~ + co )

.

从 而

o
d (P

,

P ) 毛
。
d (P

, ,

P ) +
。
d (P

,

P
.

) ~ 0 (, ,
~ + co ) (1 2 )

即 d (P
,

P )、。
.

故 PC co m (
’

A )
,

从而
“

A 是几乎紧集
。

反之
,

设
’

A 是 几乎紧集
,

即 co m (
’

A )一
‘

A
.

若 A 在 M 中无聚点
,

则 V p 任M
,

存在
: C R + ,

使得
:

A 门 (B (P
, 。)\{P } ) ~ 笋冷

’

A 门 (
’

方(P
, ￡)\{P }) = 价 ( 1 3 )

由于 A 为无限集
,

故对 P任
’

A \A
,

有 P 任co m (
’

A )
,

即存在 P
。

〔M
,

d (P
,

P
。

)、 o
,

且 P
。

半 P
.

从而 V :

任 R + ,

P任
’

A n (
“

方 (户
。 , 。)\{P

。

))
.

这与 (1 3) 矛盾
。

故 A 在 材 中至少有一个聚点
,

令

, 一 {X IX c A
,

且 X 为列 紧集 } (l 4)

则 华州子
.

又若 A 不是列紧集
,

则定义关系
:

劣
,

一 {(X
,

P ) }X 〔 沪
,

P 任 A
,

P 百 X } (1 5)

若 X 任甲
,

则必有 P 任 A\X
,

否则 A 即为列 紧集
,

故有 do m (少
,

)一 砰

下证 厌
、

是共尾关系
,

若 X
, ,

⋯
,

X
n .

任甲
,

则 U X
‘

是列紧的
,

故必有 P
。

〔 A \U X
、 ,

从而

(X
,

户
。

) 〔 少
;

(l 一 1
,

⋯
, ,

心

故 劣
,

是共尾的
。

由共点定理
,

存在 P
。

〔
’

V (S )
,

使得V X e 甲
,

(
.

X
,

P
。

)〔

(1 6 )

‘

劣
1 .

又劣
I

C 甲火 A
,

故
’

劣
,

〔
’

? x
’

A
,

从 而 P
。

C
‘

A
.

又 V X 〔 ?
,

卜 V P 任 A
,

(X
,

P )〔男
;

=> P百X ;
由转换原理得

: ‘

片 V P 〔
’

A
,

(
’

X
,

P )任
’

厌
1

冷 户百
‘

X
.

特殊地
,

V X 任甲
,

P
。

百
’

X
,

从而 P
。

百P ns (
’

X )
.

由命题 3
.

1
,

存在
。。 C R 十 ,

使

V P 任 X 冷 d (P
。 ,

P ) 妻
。。 ( 1 7 )

但由 :
。

。
·

,

一
(

·

, )
,

则有 ,
,

。M
,

使 、(:
。 、

P’) 、。
·

从耐 、 N
,

:
。

。
·

, 。
·

。

(
、

,

告)、
·

故 ,

。。

(
,

, ,

告)、
,

令 ,
,

。 , 。。

(P’, 刹
,

则 {如}, 。N ,〔‘
,

且 “
脚

,

)< 上 ~ 0(
, :

~ + oo )
.

即 P
,

d

一
P’ (n

~ + co )
.

若取 X ~ 谧P
。

卜
: 任N }

,

则 X 任外 但
’
d (P

。 ,

P
。

)镇
。
d (P

。 ,

厂)+
“

d (P
‘ ,

p
。

)~ 0(
, l

~ + oo )
.
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这与( 1 7 )矛盾
,

从而 A 是列紧的
。

(证毕 )

由定理 3
.

4
,

A 〔M 列紧当且仅当
’

A ~ 。o m (
‘

A )
.

下面我们给出泛函分析中几个定理的简洁证明
.

推论 3
.

1 若 A 仁M
,

则 A 为列紧闭集当且仅当 A 是紧集
.

证明 因。 )A 为列 紧的
,

故
‘

A 一 c o m (
‘

A ) ;
而 A 又是闭的

,

故由命题 3. 2
,

co m (
’

A )一 ns (
’

A ).

从而
’

A ~ ns (
‘

A )
,

即 A 是紧集
。

若<= )
.

A 为紧集
,

则
’

A 一 n s (
’

A )
.

由( 1 1 )
, “

A ~ co m (
‘

A ) ~ n s (
’

A )
.

故由命题 3
.

2
,

A 为闭的且

列紧的
。

(证毕 )

推论 3
.

2 设 (M
,

d) 为完备度量空间
,
A 〔M

,

则 A 全有界当且仅当 A 列紧
。

证明 => )设 A 全有界
,

则
’

A ~ Pns (
’

A )
.

故 V P 〔
.

A
,

P 任Pns (
’

A )
.

由命题 3. 1
,

存在伽
.

】
n 任

N }二 ,
,

使v ” 。N
,

、(p 一。)< 告
·

从而 {p⋯ 。N ,为 , 中 c a n C hy 列
,

由(M
,
己)完备

,

故有 * 。M
,

使

p
二

三P(n 一 +
co)

,

从而

。
J (竺

,

, ) 、
。
d (立

,

,
,

) +
。

己(户
. ,

, ) <
告

+ 己(户
. ,

户) 一 。(n 一 + co )

即 d (p
,

p )、 0
.

故 p 〔 e o m (
.

A )
,

这样
e o m (

‘

A )。
.

A
,

即
‘

A = eo m (
’

A )
,

故 A 是列紧的
.

<= )A 列紧
,

知
‘

A 二 。o m (
‘

A )
,

由(l一)
, ’

A = Pn s (
’

A )
,

即 A 全有界
。

3 A rz “la
一

As co li 定理与不动点定理

本节利用前面诸结果
,

给出 A rz el a 一A sc ol i定理的非标准条件和它的一个非标准证明
,

得到了一个

比经典 Ba na
c h 不动点定理条件要弱的压缩映射原理

。

设 (M
,

d) 为一个紧的度量空间
,

而 C (M )表示 M ~ R 的全体连续映射之集
.

定义 4
.

1 设 A 仁c (M )
,

称 A 是一致有界的是指
:

存在 K > 。
,

使 V P任M
,

V 甲任A
,

有 }抓P) }(

K ;
称 A 是等度连续的是指

:

V : 〔 R + ,

存在 占任 R 十 ,

使V 户
1 ,

户: 〔M
,

d (P
1 ,

户2 )< 古时
,

V 甲任 A
,

有 }甲

(p l )一抓 p Z ) }<
。

.

V 仍
,

外 e C (M )
,

定义度量 尸
:
C (M ) 只C (M )~ R +

U {o }
:

尸(仍
,
外 ) = m a x

}仍 (p ) 一 升 (p ) I (1 8 )
P 任3 1

易验证
:

(C (M )
,

川为一个度量空 间
。

定理 4
.

1 (A rz el a 一
A sc ol i) 设 A 仁C (M )

,

则下列条件等价
:

(l ) A 是列紧集
;

(2 ) V 华e
“

A
,

存在 甲 e c (M )
,

使 P( 沪
, ’

卯 ~ m a x
}抓P ) 一抓 P )l 尧 O ;

- 一 户〔
.
几I -

(3) A 为一致有 界且是等度连续的
。

证明 由定理 3. 4
,

(l )与 (2) 等价 , 下证 (2 )(3 )等价
。

(2 )=> (3 )
:

由于 卯任C (M )
,

梦在 M 上有界
,

即存在 K
l

) o
,

理
,

V P 〔
.

M
,

}
“

抓户)l 毛K 二 又由
罗飞

}抓P) 一
’

甲(P )l 尧

使 }抓 p 川( K
,

(V 户e M )
,

故由转换原

知 m a x
}抓P ) }毛K

l

+ 1
.

记
户‘

.
人‘

D 一 {
, : 任

’

N }V 华任
.

A , n la X

户〔
.
几z

I抓p ) ! 毛
, ‘
}

使
, : 。任 D

,

即
’

户 V 甲任
’

A

(1 9 )

则 D 为内集
,

且 D D
’

N\川
,

从而 由下溢原理
,

存在
, : 。 任 N

,

m 吧
x

户七 月I

}抓P) } (

街
.

由转换原理知
,

V 甲〔 A
,

m ax }抓 P )l 毛
n 。 ,

即 A 一致有界
。

户〔 几I

任取 望e
’

A
,

甲〔C (M )
,

使 P( 沪
, ’

卯七 。
.

由 梦在 M 上的一致连续性知
,

V

转换原理有
:

: e R + ,

存在 古e R + ,

由

户 V P
, ,

P: e
’

M
,

d( P
, ,

PZ ) < 占” }
.

抓户
1

) 一
’

抓P Z

)l <
: / 2 (2 0 )

1 1 4



从而 V P
, ,

P Z 〔
’

M
,

当 d (p
, ,

p Z )< 占时
,

由(2 0 )式有
:

。

}抓P 、) 一 抓P Z

)l 镇
。

}沪(P
,

) 一
’

抓 P
,

)I +
。

}
’

抓 P l ) 一 杯PZ
)l +

“

}
’

抓 PZ ) 一 帆P Z

)I

一 C

乓 下二 < ⋯￡
乙

故令

D
l

一 {
n 。

·

N .亏: 。
·

A
,

v ,
1 ,

,
2 。

·

M
,

d (, 】 ,

, 2 ) <
告
冷 }: (户

1

) 一 萝, 2 ) }<
·
} (2 1 )

则 D l

为内集
,

且 D ,

。
’

N\N
,

故有 。
。

任N
,

使 m 。任D l
.

从而 由转换原理知
:

卜 V * 任 A
,

V ,
1 ,

,
2 任 M

,
d (,

1 ,

, 2 , <
念
=> ,“ ,

1
, 一 * ‘户川 <

· (2 2 ,

此即 A 是等度连续的
,

即 (3) 成立
。

(3 )。 (2 )
:

由于 A 一致有界
,

故有 K 〔 R + ,

由转换原理
,

有
.

卜 V 甲任
.

A
,

m ax }诃P )l ( K
.

从而
一 户〔

·
M -

V 〔妊
’

A
,

V p e
“

M
, 。

(抓 p ”存在且有限
,

定义 甲
:

M~ R
,

使 V P 任M
,

扒P)一
。

(抓P”
.

由 A 等度连

续
,

故V 。〔 R 十 ,

存在 ae R +
.

由转换原理有
.

片 V 沪任
’

A
,

V P
l ,

P : 〔
‘

M
,

d (P
l ,

P Z ) ( 占” }沪(P
l

) 一 沪(P
Z

) }<
￡ (2 3 )

从而 V P , ,

PZ任M
,

d (P, ,

P : )< 子时
,

对 甲任
.

A
,

由(2 3 )得

}抓P l ) 一 抓P Z ) ! =
。

}抓P
l

) 一 沪(PZ ) }簇
! (2 4 )

从而 甲在 M 上一致连续
,

甲任C (M). 又由 M 为紧的
,

故 ns (
’

M ) ~
’

M
.

V P〔
‘

M
,

存在 P 任M
,

使 d

(P
,

P) 、 0. 故由式 (23) 有杯P) 、抓P)
·

甲在 M 上一致连续。
.

甲在
‘

M 上 S 一连续
,

从而
’

抓P) 幻
’

抓P)

~ 杯P )
,

故
。

}帆 P )一 帆P )I (
。

}袱户) 一 袱P )l +
。

}抓P ) 一 甲(P ) } +
。

}帆P ) 一
’

抓P )l 一 o

从而 V ￡〔R + ,

m a x
】抓P ) 一

’

帆 P ) }<
。 ,

即 尸伸
, ’

叻 、 o
,

故(2 )成立
。

(证毕 )

成
’
“ 一 _

对于度量空间 (M
,

d )
,

设有映射 T
:

M ~ M
,

若存在 义
:
O< 又< 1

,

使 V P
,

q 任M
,

d (7》
,
T 妇 镇几

·

d

(P
,
q )

,

则称 T 为一个压缩映射
。

Ba na ch 不动点定理断言在完备度量空间中
,

压缩映射 T 必有唯一不

动点
。

下面我们讨论在一个非完备度量空间中
,

压缩映射不动点的情况
。

定义 4. 2 设算子工
: ‘

M~
’

M
,

称里是预紧算子是指
:

若 V P e P ns (
.

M )
,

则兰p 任 co m (
‘

M )
·

即

一个预紧算子把预近标准点映成预紧点
。

命肠 4
.

1 若(M
,

d) 为完备度量空间
,

且 T :

M~ M 为压缩映射
,

则
’

T
: ’

M ~
’

M 为预紧算子
.

证明 v : 。Pn s (
·

M )
,

贝, 由命题 3
·

1
,

存在 {, 一。N }二M
,

使v 儿 。N
,

J (户
. ,

: )< 士
·

又 :
,

为压

缩映射
,

故存在 孟任 (0
,
l)

,

由转换原理有
:
d (

’

7
’

P, , .

7
’

PZ )( 孟
·

d (P
、 ,

P Z) (V 户
, ,

PZ 任
.

M )
.

故

V , : 任 N
,

d (
‘

7
’

p
, , ’

7
’

p ) 镇 又
·

d (p
。 ,

P )
, < 三 < 工 (2 5 )

n 护正

而 V n e N
, ’

了梦
,

一了》
.

〔M
,

且由(25)
,

{7 》
.

!
n 〔 N }为一个 Cau ch y 列

,

由于 M 完备
,

故有 p 任M
,

使

d (7 ,P
.

沪 )~ 0(
n
~ + co )

,

从而

。

‘(,
, ·

,
,

空) 、
。

“(,
, ·

‘
,

p
.

) +
。

“
·

,
,

p
. , ·

,
,

左) 、 “(了,P一 , ) +

告
一 。 (n 一+ 一 )

故
。

d (P
, ’

T P)、 o
,

即
’

T P 任co m (
’

M )
,

从而
’

T 为预紧算子
。

定理 4
.

2 设 (M
,

d )为度量空间
,
T

:

M~ M 为压缩映射
,

且
’

T
: ‘

M~
’

M 为预紧算子
,

则 了 在 M

中有唯一不动点
。

证明 由定理 2
.

3
,

对
”
为后 的完备子空间

,

定义 (
’

T ) ”
:

对
p

~ 肪
” ,

使得

V 声〔 后
” (

’

7
’

) ” (户) = (
.

了
’

户) “ (2 6 )

1 1 5



由于户任沱
” ,

p 任P ns (
’

M )
,

且
’

了 为预紧算子
,

则
“

,j’ (P )任co m (
.

M )仁P n s (
“

M )
.

由 T 为压缩映射
,

故有 k 任 (0
,

1 )
,

使V P
, q 任

‘

M
,

d (
.

了
’

P
, “

了 妇毛 k
·

d (P
,

妇
.

这样定义 (26) 有意义
。

v 乡
1 ,

户
2

任 后
, ,

汾(
·

了 ) ’ (声
:

)
,

(
.

,I’ )八 (声
:

)) 一 窟(
‘

了 p
,

)”
,

(
’

T p Z ) “ 一
。

d (
’

了,P
; , ’

7 ,P
2 )

( k
· 。

d (P
l ,

P Z ) = k
·

d (P
l ,

P Z ) (2 7 )

从 而 (
.

T ) 人为 后
,

上的压缩映射
。

由 Ban ac h 不动点定理
,

有户
。任后

” ,

使(
.

T ) “ (声
。

)一凡
.

而
’

T (P
。

)任

co m (
“

M )
,

则有 p
。

任M
,

使 d (
“

了 (P
。

)
,

p
。

)、。
,

从而 (
’

了 )” (声
。

)一 (
’

了
’

p
。

) “一声
。

一痴
.

故 d (P
。 ,

p
。

)、

0
.

71
。

一
了,P

。

、
‘

了
’

p
。 ,

即(’l 沪
。

) “ 一 (”,P0)
”一声

。 ,

从而 了沪
。

~ 户
。 ,

即 p 。
为 T 的不动点

。

若另有 p
,

任M

为 了
’

的不动点
,

则 d (P
, ,

P )一 d “,P
1 ,

了,P )镇 k
·

d (P
, ,

P)
.

故 d (P
, ,

P )一 。
,

P
。

一 P
.

唯一性得证
。

(证毕 )

注
:

由命题 4
.

1 与定理 4 一2 知
,

定理 4
.

2 条件比 Ban ac h 不动点定理条件要弱
。
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