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摘 要 在假定每次校对费用可能不一样且带来一定收益的条件下
,

讨论了校对问题

的最优停止
,

给出了 Poi s
so

n
模型与二项模型的最优停时

。

关键词 最优停时
;
有限情形

;
单调情形

分类号 0 2 1 1
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1 模型的提出

设一篇打印稿件有 N 个错误
,

N 是非负随机变量
,

且 E N < 00
.

为了提高稿件的质

量
,

现通过相继的
n
次校对来发现并改正错误

,

设第 k 次校对的费用为
‘*

(> o ) (k 一 1
,

2

⋯ )o 通过 k 次校对后仍未发现的每个错误具有损失费用 碗 > o (k 一 1
,

2, ⋯ )
。

d 一 s

明‘

< co
.

由于稿件质量上有提高
,

当然要获得一定的收益
,

假设每发现并改正一个错误获

得收益为 班月) o )
。

记 x *

为第 k 次校对发现 的前 k一 1 次没有发现过的错误
,

设在给定

N
,

x , ,

⋯
,

x 卜
1

时
,

x ;

的条件分布为二项分布 B (N卜
, ,

p
*
)

。

其中 N卜
:
一 N 一 习

x
, ,

p
‘

是第 k 次校对中发现每个错误的概率
。

第 k 次校对后报酬函数为

y ,
一 角

,
一 g (k ) 一 峨E 丈N

*

}x
, ,

⋯几 (1 )

其中 g (k) 一 习
‘,

表示校对 * 次的费用
。 s ,

~ 习
x ,

.

文献〔2〕中讨论 了在每次校对

费用为常数且收益为 。(即 ‘。一‘ ,

月一 0) 的条件下的最优停止
。

本文推广了文 [ 2〕中的结

果
,

使模型更切合实际
。

设概率空间(口
,

笋
,

P )N 是了 可测的
。

j 犷
月

一a( x , ,

⋯
,
z

。

)
,

了
。

g ,
.

随机变量
r
称

为停时
,

如果V n ~ 1
,

2
,

⋯ (r 一n) 任j 了
” .

记
·

犷一 (r
, r
是停时

,

尸(r < co )一 1, 均 : < co }
。

要求
r ‘

任了
,

使得 E yr 一理
E yr

·

T ’

称为最优停时
。

首先证明一个引理
:
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引理 1

证明

{
·

犷
。

}停时
r

e 犷 的充分必要条件是 p (r < oo )一 1
,

且 E g (
r
)< co

令
z 。

一月s 。

一d
。

E

fg (n )一 z , . ,

y
n

-

r < 00
.

a

{N
。

l夕
。

}

g (的 ) z,,

g (动 < 氛
设则

E }二 : 一

客{
r 一

, ,

,一 , 镇

客{
( , 一 , )

巨月N + d E ‘N ,,
·

,卜
(夕+ “ , E N < -

因为 g (n ) 一 z , .

簇 夕矛 镇 g (
, 2 ) + d

。

E (N
。

}了
。

} 镇 g (
, :
)

,
+ d E {N },

,

}

故有
E , 厂 镇

客{
( r 一 。 )

:。(· ) + d : {N ,、
·

}: 一 : g (·) + : 、

E , 厂 )

客{
( r一 。 )

〔g (
·

卜
二
卜

E g (
·

卜
二· r

、 二g (·

卜
: :

r

}

所 以 E y厂 < oo 拼 E g (r ) < oo
r 任

·

犷 拱 P (
r

< co ) 一 1
,

E g (约 < co

2 问题的一般解

对于报酬序列 (l )
,

记
.

犷
。

= {r 任了
, : ) n }

,

艺

, v 一 v ,
.

则由文 [3 ]得

一 e s s s U P
r 〔了

,

石{y
r

}了
。

}
, v 。

= s u p E y
r

九 一 y
。

V E {几十
:

{了
。

}
, v 。

一 E y
。 n 一 1

,

2
,

⋯

对于有限情形 {y
, ,

⋯
,
y *

}
,

即最多校对 k 次就停止
,

记
.

犷亡~ {r 任
.

犷
。 , r

簇k}
,

欢 一

e s s s u p E {y
二

lj辛 n }
: 。二士

v亡= s u p E 夕
r , v 盛

= v
士

r。 , 士

贝lJ由文仁习得
:

对一 y
。

V E 律熟
,

}了
。

}
, n 一 1

,

2
,

⋯
,

k一 1

y: 一 y * , v 之~ E 欢

令 扩一 in f{k )
n

) 1
,

欢一 y
。

}
,

则由文口」得 E为
。
一犷

显然
, : 少二镇v:: 十 ’

( ⋯镇v,,

y, 簇 y:: 毛 欢
+ ’

镇 ⋯ 毛 欢

于是 斌 垒 h m 试
,

名 鑫 hm 欢 存在
。

引理 2

证明

设 d 一 S u p d *

< 二 则 名一 y
。 ,

说一 v,l

令 二; 一 一试E {N 小,
, ,

}
,

式 ~ g (
, ,
)一角

, ,

显然 式
,

x: 都是 ,
,

一可测
。

因为 (二
J

)一 d, E {N
,

}夕
,

}镇d E {N }
.

,
,

}
,

E N < oo
,

所以 (x ;
,

)一致可积
。

另外 式镇 g (,l )
,

{g (的 } 非负递增且 V t e 犷 E g (t )< oo
,

所以由文 [ 3〕中定理 4
.

4

有
:

名一乙

由单调收敛定理
:

斌
,

~ li m 试 一 1
l
m E 对 ~ E 名 一 E 艺

,

一 v,,

令
。一 inf {

n

) 1
,

y
,

一艺 }
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引理 3

只要 h m y

一

设 E su p y广< co
,

若 P (a < co )一 1
,

则 。 是最优停时
,

为了 P (。< oo ) 一 1
,

证明见 [ 3」P 82
.

引理 4 若 V n 一 1
,

2
,

⋯
,

乙 =

证明见文 [习
。

有了上面的准备
,

我们有如下定理
。

定理 1 设 d 一 su p d ,

< co
,

则 。 一 h m 矿
.

lm g (。 ) 一 co
,

则 。
是最优的

,

且 。 ~ h m 砂

证明 由引理 2 和引理 4 有
a 一 h m 犷

石 s u p 夕户< oo
,

y
一角

,

一 g (n )一 d
。

E {N
,

小,
。

}

少广镇月5 .

镇夕N

E s u p y才镇夕E N < 二

要证
a
是最优停时

,

根据引理 3
,

只要证明
:

且 h m y
。

- 一 co

因为

所以

由

因为

所以

E N < co 有 N < co
.

a ·

月s。镇夕N < co a

1im 夕
.

= 一 co a

d
o

E {N
。

卜夕
, 。

}镇d E {N 卜多牙
。

}< 二

记 A一 {E {如
十 ,

}了
, ,

}簇y
。

} 。 一 1
,

2
,

⋯
。

若 A l

互A Z

二⋯互态里⋯
,

,

则称 弋y
。 ,

厌
。

}r属于单调情形
。

且 尸 (U 浅
,

) -

文〔2〕中证明了 E 弋x
。+ ,

】萝
, : }= p

。 一 IE {N
。

},
, ,

}
, 。 = l

,

2
,

⋯
。

容易验证 E {y
, 十 :

l萝
,

}

一 y
。

+ (d
,

一 d
二 + ,

+ 月P
. + ,

+ d
。 + I

P
。十 ,

) E {N
”

】
,

犷
。

}一 C
。 + ,

.

记 a 。

会d
。

一 d,
, + ,

+ 月P
。十 ,
十 dn

十 ,

p
。 + 、 ,

则 A
,

~ 气a
。

E 气N
。

\夕
。

、叹C
. ‘ 、

、
.

令 。 ,
一 in f{、 ) 1

,

艺 {少
. 十 、

l
,

夕
,

}簇。
, . :

}一 in f{
, ,

) 1
, 叹 ”

￡{N
.

}了
。

}蕊c
, , + ,

}
.

若 N
。

二二二。

(n
~ 二 )

,

因为 E {N
。

!厌
.

}是非负上鞍
,

由上鞍收敛定理知 E {N
,

}厌
,

}二二。
,

(
, : ~ co )

,

从而当 C
,

) C > 0 时
。 ,

< co
.

a · 君 因此 P (U A
,

) = 1
.

另外如果 {a
,

艺 {N
。

I厌 }一 C
。+ l

}

非增
,

则 A :

二A Z

二⋯里A
.

里
·

⋯ 所以 {多
, ,

,
, ,

}犷属于单调情形
,

对 。 ,

我们有如下定理
。

定理 2 设 N
, ,

上二二。
,

己< 二
,

且存在
。> o 使得 e

,

) 。 ,

{口
。

￡ {N
, .

f夕
”

}一 ‘, , + ,

} 是非

增的
。

则 。 :

是最优停时的充分必要条件是

艺g (‘
1
)< 二

.

证明 必要性
,

由 。 ,

是最优停时知 。 ,

已犷
.

从而由引理 1 得 艺g (。
,
)< 阅

·

往证充分性
。

由上面的讨论知 {笋
, , ·

夕
, ,

}犷属于单调情形
,

且 P (。
,

< 二) = 1
.

因为 E g (。
:
)< 二 由

引理 1 得 。1
任

·

犷
·

显然在 (a
:

> 。 ) 上有 E {沁+ ,

}
,

,
J ,

}) y,
,

且 均
。 ,

存在
:

夕才簇 1im {
, 万。 、、 { , N -

J “ , ) 时 ” ~ 的 J 扭 1 ) 川
巨�
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由[ 1 ]得
。1

是可取的
。

由引理 1
,

V t 任了 有 E g (t) < co 且 P (t < 二 )一 1

所 以 一 > E g (! , 一

客{
(, 一 二 )g (m , )

客{
(r 一二 》g (m , +

{
(, > 。 )g (· ,

两边令
n

一
可得 {二 {

( 。 > n ) g (· ) 一 。

从而黑丁
(‘> 。 ) , ; 、黑{

、: > 。 )

仁g (· , + d
·

E ‘N
·

,了
·

,〕

g (n ) + 巨 { dN 一 。

显然在 (。
:

镇n) 上有 E {苏
十 ,

}了
。

}簇y
二 .

由文[ 1〕知
。 ,

是半最优的
。

因此
, a ,

已犷
.

a ,

可取且半最优
,

从而
: 。 ,

是最优停时 [lj
。

下面我们来讨论具体的模型
。

3 P o is s o n 模型

设打印稿 的错误数 N 服从 Poi ss on 分布 P(劝
。

为了讨论的方便
,

还假定 P
。

~ p
,

试

一 d < co n 一 1
,

2
, ·

⋯ o < P< 1
.

文 [2〕中证明了当 (x 、
:

}x
, ,

⋯
,
x

。 ,

N )一 B (N
。 ,

P) 时
,

有

E {N
,

{x
,
= a , ,

⋯
,

x
。

= a 。

} = 几(1 一 P )
”

此时 E 妙
。 + :

}了
。

}= 夕
。

+ (月+ d )P又(1 一P )
”

一C
。 + ,

令 n 。
= in f{n ) l

,

(月+ J )p 又(l一 p )
”

( C
。+ ,

}
,

不妨设
n 。

< 00
.

引理 5 设对任意 k) n 。 ,

有 C * + ,

) (d + 月)几p (l一 p )
” ,

则当 乏) n 。

时

,
,

+ 艺 [ (d + 月)户“(1 一 户)
阴
一 C

, 。 + ,

k 妻 n ) n 。

1 镇
,

< n0

r

l
.

|之
、

|
、

一一

证明 利用后退归纳法直接验证即得
。

定理 3 若 N 一 P (劝
, n 。

< oo 且当
n

) n 。

时

C,,
+ ,

) (d + 户川 (1 一P )
”

则

少 = in f{k ) n ) 1
,

y
。

= y立} = n o

且

a
是最优停时

。

口 = 1im 护 = n 。

(11)

证明

因为

(i)由引理 5 和
n 。

的定义得 少 =
n 。

(k ) n 。
)

.

d, 三d < co
,

所以 y
。

一 )
。

(引理 2 )
,

则

。 = lim 护 = n 。
(引理 4 )

(ii i) 要证
a 是最优停时

,

根据引理 3
,

只要证明 E (su p y为 < 二 且 P(。 < co )一 1
.

显然 E s u p y户簇月E N < co
,

P (。一 n 。

< co )一 1
,

因此 。 最优停时
。

注
:

当 N 一P (劝 时 g (
, 2)可以不趋于 oo (n ~ oo )

。

同样可以得出
。 是最优停时

,

这

就不同于定理 1
,

所以 g (n) ~ 二 不是 a 为最优停时的必要条件
,

只是充分条件
。

事实上

定理 3 中
n 。

< oo 是完全可以做到的
,

当 n ) n 。

时
,

取 c
。十 ,
一 y

·

(d + 户 P双 1一P)
”

(r 》1)

则
: 。 是最优停时且 g (n )~ a < oo (

n

~ oo )
。
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4 二项模型

设 N 一B (M
,

7r)
,

其 中 M 是打印稿的总字数
, 二 是每个字出错的概率

,

称为二项模

型
,

0 < 二< 1
.

文 [ 4〕中给出了 (N
。

lx
, ,

⋯
,
x

。

)一 B (M
, , 二。

)
,

其中 M = M一 S
n 二。

= 二 11 (l

一P
;

) / [ (l 一二 ) + 7r n (l 一 P
,

) ]
,

设 P
,

三P 试三d
,

2
,

⋯ 口< P< 1
.

记 q ~ 1 一P
, 、一 1 一 二 ,

则

E ‘N
·

’了
·

,

一
M

·

下署扮从
所 以报酬函数 (1) 变为

-

一
O

-
一 , 一 、 J 兀丫

y

一
尸 。

一
g 、了‘’

一 “

石二下奋蕊
‘以 ·

且 E {苏十 1

1了
。

}一 y
。

+ (P + 户 d
7r q

n

s + 万 q
” M

。

一 C

容易验证
:

且当 {C
。

}

!二里兰 }
(s十 7r q

”

{

非降时

单调下降趋于 0
,

{M
。

} 非增有界
。

所以

(月+ , , “丁

箫
从骂

。(

一
,

(3 )

‘ ,J~ , !

一
、

/
、

{ 7rq
” , ,

/ 。
, , 。 . ‘ 、

力
八

。
姜头 \乙 \y

。+ z }沙
, . f 诀 y

o l 一 丫二
一

万 二不 丈y1 。 之溉 七
,
+ l / 气尸 一广 P 夕“ 了

(3 州卜 子‘
叮 )

一 { 二 q
月十 ,

、细 -一 、

—
一 (s 十 叫一

’

M一 簇 C一 / (“ + , , d

}
、 A一

令 a ,
= in f{n ) 1

,

E {y
, + ,

}了
。

l镇 y
。

} =
·‘

{
· ) ‘

,
汀 q

月

s + 汀q
” M

n
C

.
二 1

苏
几

—
一 (卢 + P )d

由 (3 ) 式知
, 。 :

< co
.

a · 。
.

从而 P {U A, }一 1
.

因此
,

当 {C
。

} 非降时 {夕
。 ,

,
,

}r属于单调情形
。

由 a ,

的定义易知
,

在 (。
,
一 n) 上

C
,。

镇 (刀+ P )d
汀了

~

s + 7rq
’洲一 ’

M
, 一 镇于M (“+ , , d q ’ 一 ’ m 一 “

,

3
,

一
因为

M
。

< 00
.

_
.

又不 _ _ _
.

又飞 打 _ _ _ 、 _ , _ _ _ _ 二
g (n ) 一 C :

十 乙山C ,

气C l
十 乙山 万似 (卢十 P ) d q’n

一 ’

鑫似
。

< 叨
,

肪以 石g 协
1 ) 乓

故 由定理 2 知 。 ,

是最优停时
,

于是可得
:

定理 4 设 N 一 B (M
, 二)

,

P
,

= P
,

d ,

= d {C
.

} 非降
,

o< 二 ,

P < 1
,

则 a l
= in f {: )

,

E {夕
” + ,

}了
, ,

} 簇少
。

} 是最优停时
。

(证略 )
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