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双绝热近似下磁流体力学线性稳定性原理
’

吴其芬 石 于中

(国防科技大学航天技术系 长沙 4 10 0 7 3)

摘 要 本文得出了双绝热近似的磁流体力学能量积分关系式
。

分析表明这种磁流体

力学系统是保守的
,

可以采用运动方程或能量原理方法分析系统的稳定性特性
。

本文从控制

方程组出发讨论了线性稳定性的基本原理
,

指出纵向压力增值有助于系统的稳定性
。
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通常采用运动方程方法或能量原理方法研究力学系统的稳定性
。

运动方程方法是对

系统反馈一个位移歹(r
,
t )

,

从系统的控制方程导出 歹满足的方程
,

然后依照方程的解判断

系统的稳定性及其发展规律
。

能量原理方法则是依照保守系统的势能极值原理给 出稳定
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特性的判断
。

在压力为各向同性假定下
,

高温等离子体磁流体力学系统是保守的
。

其线

性稳定性原理得到广泛的研究
。

事实上
,

高温等离子体的介质压力是各向异性的
,

与磁

场 B 的方向有关
。

在双绝热近似下
,

它仅表现为垂直磁场方向 (横向) 和平行磁场方向

(纵向) 之间的各向异性
。

在磁场局部坐标系 t、一B
,
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,
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,

0
,

1 )
、 n 、

b 中
,

压力张量

为

P 一 di a g (P土
,

P土
,

P // ) (l )

这里 B , 、

B 分别是磁场分量和强度
; t

、 n 、

b 分别是磁场线的单位切向量
、

法向量和次法

向量 ; 下标土
、

// 分别记横向和纵 向物理量
。
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P
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则压力张量 P 在任意坐标系中的表达式是
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这是与压力各向同性的绝热方程迥然不同的
。

1 控制方程

由式 (3) 及 t 的定义立即可得实验室坐标系中压力张量散度表达式
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:
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用 ,
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对式 (13) 第一项微分展开并应用连续方程 (7) 可将式 (12) 右方第一项表示成
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在整个磁流体力学系统所占据的体积
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这就是双绝热近似磁流体力学能量积分式
。

在能量积分式 (1 8) 中
,

总能量 U 由总动能 K 和总
.

势能 W 之和构成
。

K 与 W 分别为
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这表 明系统的总能量是守恒的
。

特别地
,

当压力为各向同性时
,

式 (1 8) 蜕化为绝热指数
,

.

_ 5 ; 、 、匕二
二n

八、
; :

_ 「{ 1
_

_ , .

P
;

B 协
」 _

_
_ _ _

_ . ‘ 、

、 , 曰 。r= , 口

。
二、 。l,

, 二。一份的能量积分式 U 一 } }告二
2
+ 了
书二二 + 芬 }断 一 co ns t

,

这正是所期望的
。

比较两
3

曰 ‘ ’J 一

~
’‘ ’

“ 一
、 一

J八 2 一
’

。 一 1
’

2产) -
- -

一” 一一 ~ 厅”vJ ~
只 J “ ““ ~

’
一

“

个积分式得知
,

在双绝热近似下能量转换中包含有与各向异性相关的因素
,

它 由势能 W
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高温等离子体磁流体力学系统处于平衡状态
;
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始处于
r 。

位置上的流体元到达位置
r ,

则位移的歹一
r 一 r 。 。

式 (4) 表明在拉格朗日描述法

下
,
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都仅是拉格朗日坐标歹的函数
,

因此 由式 (l 9) 有
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按照判定力学系统为保守系统的充要条件
,

由式 (1 8 )
、

(2 1 )判定双绝热近似下高温等离子

体磁流体力学系统确实是保守的
。

3 保守力系体密度

按照能量原理通常是由势能的变分侃 判断保守系统的稳定性特性
。

一般不是对势能

表达式 (1 9) 进行变分运算得到 饰
,

而是从势能的物理表述
:

反抗保守力系所作的功等于

势能的增加
,

求得 各二
。
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。
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,
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,
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首先用欧拉描述法推导 F (妇
,

然后将得到的结果用拉格朗 日变量表示出
。
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,

用上标
‘
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,

则原处于平衡态的物理量 f 经扰动后的值为

f + 尹
。

显然扰动后的物理量仍由方程 (6) 一 (8) 控制
。
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、
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态的扰动是小量
,

则速度
, 和位移 歹也是小量

。
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由式 (2 8 )给 出的力密度仅是位移 歹的线性函数

而不明显依赖时间
,

这是保守系统和线性理论的特征
。

当介质压力为各向同性时
,
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4 更一般的力密度表达式

上节得到的力密度表达式 (28 )是在初始状态满足式 (2 2) 下导出的
。

事实上这条件不

总是成立
,

因此必须从式 (4) 而不是从式 (2 2) 出发推导
。

在这种情形下
,
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,
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线性稳定性原理

注意到由以上得到的力密度线性性质
,

根据上文关于求势能变分阮 的表述
,

得
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且由能量原理得知
,

系统是稳定的充分必要条件是对于所有的可能扰动歹(
r 。 ,

t) 恒有 饰>

o
。

根据这一原理及式 (3 0)
,

可对高温等离子磁箍束系统或符合本文边界条件的其它磁流

体力学系统进行稳定性特性分析
。

注意到由式 (1 9) 给出的势能表达式中包含有非各向同

性项
,

且当 P. > 。
,

亦即纵向压力增加时
,

势能值增加
。

这意味着有更高的势垒反抗位移
。

换言之
,

纵向压力的增量有助于系统稳定性
,

反之为不稳定的驱动源
。

分析系统稳定性的运动方程方法则是从位移互(
r 。 ,

t) 满足的方程

1 一 , 。 、

下
-
尸 L‘)

F

(3 1 )

出发
,

应用分离变量法求解出歹(r
。 ,

t) 得到判定的
。

为此令 歹一T (t)
·

歹(r
。
)

,

由式 (3 1 )得

Z
’

(t )
、

歹(
r 。)满足的方程

豁一
“T

,

F (“’一 、田, 一 O
(3 2 )

式 (3 2 )中
,

常数一 : 称为微分算子令
; (。)的特征值

,

它由式 (32 )的第二式求得
,

这一式

称为算子的特征方程
,

其解函数称特征函数
,

通常表示成 氛~ 亡i、
‘ 。

于是特征方程的通解

可表示成

歹(
r 。 ,

, ) 一 习
a * e ‘、

‘ ·

氛(
r 。) (3 3 )

式 (3 2 )
、

(3 3 )表 明
,

系统稳定的必要条件是微分算子告
二 (歹)可能的特征值都是负值
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