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应用参数微分法从弹丸试验数据获取阻力系数
‘

万建伟 周 良柱 皇甫堪

(国防科技大学电子技术系 长沙 41 0 0 7 3)

摘 要 本文在介绍弹道模型的基础上
,

讨论 了应用参数微分法获取弹丸阻力系数的

过程
,

并给出了计算机仿真实验结果
。

此方法已应用于靶场
。
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空气阻力是影响
、

弹丸运动的主要因素之一
。

在以往的弹道计算中
,

空气阻力系数的

提取采用速度微分法
。

此方法首先选定弹丸速度 V
二

和阻力 系数 C 汉

的初始值以及 C
己
一

Mac h 断点值
,

计算出弹道
,

然后利用原始射击数据
,

对刚计算出的弹道进行修正
,

得到

新拟合出的 C J
一M a c h 曲线

,

并用新断点值代替原断点值
。

如果前后差值较大
,

则循环进

行此两步
,

直到差值小到一定程度
,

迭代结束
。

此时
,

弹道计算结果即达到要求
。

这种

方法的缺点是
:

由于在计算的开始阶段
,

要假定一些初值
,

要设定一些断点
,

所以给弹

道的计算加入了一定的人为因素
。

如果所选的初值与真值的偏差很大
,

并且断点取得不

合适
,

那么迭代次数就会增多
,

拟合收敛就会很缓慢
,

最终可能导致拟合发散
。

即使各

初值取的合适
,

新老断点的差值仍需人工逐个判断
,

从而使得处理速度降低
。

·
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本文采用的弹道计算方法是参数微分法 (又称 C K 算法)
。

该方法是将阻力系数
、

初速作

为弹道微分方程中的待估参数
,

从雷达径向速度差平方最小的判据出发
,

将收敛条件写成各

待估参数修正量的
n
元一次方程组(n 为待估参数的个数 )

。

通过求解这个方程组
,

获得各待

估参数的修正量
;
通过逐步迭代计算

,

修正各待估参数
,

使弹道微分方程所计算出的雷达径

向速度逐步逼近测量的径向速度
。

由于该算法直接采用径向速度进行逼近
,

省去了原算法中

径向换切向等引起的一系列的数据处理过程
。

另外
,

利用该算法编制出的软件能够对测速数

据进行自动快速处理
,

无需用户选择 C
己
一M a Ch 曲线的初始断点值

。

这简化了用户的操作
,

提高了数据处理的速度
,

解决了原软件处理结果受人为断点选择的影响问题
。

1 弹道模型

出膛后的炮弹在空中飞行
,

受到空气阻力
、

重力及飞行速度等诸因素的影响
。

它们一起

决定了弹道
。

通过推导 [l1
,

可以得到以炮口 为原点的直角坐标系下的弹丸质心运动方程组
:

会一告
s、

d
(。 )v

r

(v
二
一 w

二

)

鲁一合
s、

d
(、 )v

,

v ,

一 g

誓一音
s、

d
(、) :

,

(v
二

一 、
二

)

瓮
一 V 沈 ,

瓮
一 v , ,

瓮
一 v

二

(l)

其中 V
r

为弹丸在弹道上的空速
; V

二 、

V , 、

v
二

为 x
、

y
、 z
方向上弹丸相对于地面的速度

;

x
、

y
、 z :

分别为 水平距离
、

弹道高度及横向距离
;
W

二 、

W
二

为纵
、

横向风速度
; V

,

-

了(v
J

一w
二

)
2
+ v呈+ (v

二

一 w
二

)
2 。

M 为马赫数
,

M一 v
,

/ s
, ; c

J
(M )为阻力系数

,

与马赫数

有关
; S

,

为当地音速
; S

,
=

沪

丫诬万天牙
; 乏为绝热指数

,

乏= 1
.

4 0 4 ; 尺 为气体常数
,

尺一 2 9
.

2 7 ;

g 为重力加速度
,

g 一 9
.

80 m /s
2 ; P 为空气密度

,

P
1 3

.

6 h
h 为气压

。

, _ : _
、

~ ~ 、 ~
, ,

_ d h

仕你胜气象余 1干 卜万丁-
U L

h V ,

R r ’

:
为虚温

9 一 6
.

3 2 8 X 1 0 一 3夕

一 6
.

3 2 8 又 1 0 一 3
(夕 一 9 3 0 0 ) + 1

.

1 7 2 火

5

g R r ’

1 0 一 “
(少 一

y 镇 9 3 0 0

9 3 0 0 )
“ ,

9 3 0 0 < 夕 簇
、

1 2 0 0 0

y > 1 2 0 0 0

; m 为弹丸质量
; d 为弹径

。

:
80
11Q山八jg自勺白9月夕�

了

|
丈、|||
、

一一
、 ,

~ 一
, 、 ,

一 ~ 一
, 、_ 、 , _

、 . _ 、 ,

_ ~
. ,

_ 盯班
兵甲 y 刀头际弹几局度

,

毕1豆刀 m ; 合 刀弹几回反比
,
占 ~ 万二{

任 了月

2 弹道计算方法

弹道计算的任务就是解方程组 ( 1 )
,

算出 二
、

y
、 z 、

认
、

V , 、

V
二

等参数
。

从式 ( l) 可

以看出
,

各方程之间都是相互关联的
,

且系数 夕中含有因变量 y ,

不能分离出来
。

因此方

程不能用直接积分的方法求解
,

而须用数值方法近似求解
。

阻力系数 C汀
(M )取决于风速

、

弹丸的速度及形状等因素
。

目前
,

还没有一个准确的数学公式来表示它
。

因此
,

要解弹

道方程先要确定阻力系数 C
沙
(M )的数值

。

因而
,

方程 ( l) 有如下两个用处
:
( 1) 根据测量
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的原始数据
,

计算阻力系数岛 (M ) ; (2 ) 阻力系数确定之后
,

计算弹道
。

以上的两个 内容就构成了几 程序的两个主要功能
:

伪 处理和弹道计算
。

下面根据上

述任务
,

应用 CK 算法来求取阻力系数
。

1 C K 算法

根据试验数据求取阻力系数的方法有直接法
、

微分修正法和参数微分法等
。

前两种

方法由于各自的缺点
,

特别是精度差
,

使应用受到了限制
。

参数微分法 (CK 算法 ) 基于

最小二乘法原理
。

它具有假设条件少
,

对试验数据精度要求低
,

’

计算精度高的优点
。

下

面我们阐述它的原理
。

设在靶场
n
个观察点测得 m 个物理量的一组数据如下

:

{
t : 、

t Z ,

⋯
, t

。

y x l 、

y Z z , ’

一 y
n l

(2 )

y l, 、

y Z。 ,

⋯
,
y , 。

要拟合的参数有 l 个
:
C

, 、

C
: ,

⋯
,

Q
.

迭代公式为

C
*
(1 ) ~ C

。
(0 ) + 乙C

*
.

k 一 l
,

2
,

⋯
,

l (3 )

其 中
“ o ”

表示上次的计算值
, “1 ” 为下次计算的迭代值

,

乃C 应

是对参数 二 的修正量
。

它

的求取可通过下列推导获得
。

根据最小二乘原理
,

希望计算估值 yc 与测量值 y
。

偏差的平方最小
,

即

ss R 一 习名 [ ,
。, , 一 ,

cl j
]

,

i ~ I J一 l

最小
。

若加上拟合参数 C
*

所带来的修正
,

S SR 为

SS R 一

客客[
··少

一客{毅)
,

严
走

」 (4 )

要求 S S R 最小
,

必须满足
:

己(SS R )

汉)
、 一 0

, s 一 l
,

2
,

⋯
,

(5 )

由于 y
。 、

。C
*

为常数
,

拟合参数在观测模型中最高次数为 1
,

所以有

�一
y一C

a一己

一一

己乃C
;

况
*一一

奴一孤

这样 由式 ( 4) 和 ( 5) 可以得到

一 2

吝客!
(·

一
, 一

客!

客客割翱
,、

{翱
, j△c 走

-

御
‘
.

)
,

。 ] {己夕
。

)

瓦 )
J

~
‘

」(又 }
,

一

J
‘‘

!
护

y一尸�己一己了!
、
.月 , n

苏, 丫、 ( 、
_

一
、

_

日

‘州J 名;石J
、

“
r 口 J 以

L J

将上式写成矩 阵形式有

A
·

乙C = B ( 6 )

{A 二「改
, 绝

〕
* x ,

其中 气
。 一 : b

1 bZ ⋯b Z

〕
?
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乙C 一 [。C
,

配
2

⋯配
,

」
T

一

客客}毅 {亚丫
(己C

*

)lj
s ,

k = 1
,

2
,

⋯
,

l
(7 )

“
!

一

客客
‘·

一
,

(肇!
。

给定一组参数 C
*
(0 )

,

由相应的弹丸运动微分方程组对 C
*

进行形式微分
,

将得到的参数

、 八一。 ,
、

卜。一。 , ‘一、 , 一 ,
: ,

,

}妙
。

) 出
、

一。 ,.rt
, , 、

书
: ,

, 、
。 二

二、

微分方程组与原方程组联立求解
,

可解出 yc
i, ,

}云分 }
,

代入方程组 (7 )求出 △C
* ,

再代
l’pe 刀 尸J .

工~
J

~
/ 刁 .

, ~ ~ 一
勺 、

~ ”
‘

~ 叫 了 c,,
’

(8C
‘

)
, ,

”
” ‘ 、 / “ ‘

工~
、

” ~ 叫 一
“ ’

~
’”

入式 (4 )便可得到下次迭代时的 C
*
(1 )

。

如此反复
,

直至 }△C
*

1小于预选给定的精度
。

2 C K 算法应用

在弹道分析仪中
,

试验数据为 t l ,
t Z ,

一
t
。 ,

矶
、 ,

叭
2 ,

一讥
, 。

其中 V *

为弹丸相对于

天线的径向速度
,

t 为对应的时刻
。

在此
,

将阻力系数 C
‘ 、

初速 v 。 ,

火箭加速度
a ,

作为弹道微分方程中的待估参数 (拟

合参数)
。

由于整条弹道各处的 C
J

不是常值
,

因此
,

若将 伪 作为一条直线拟合
,

则拟合

就难以达到收敛
。

同时
,

弹道的计算也是很不准确的
。

为此
,

本文采用了测量数据重迭

分段法
。

将一定点数的测量数据作为一段
,

每段 内以一个阻力系数或火箭加速度作为待

估参数 (第一段中初速也作为待估参数 ) ; 然后数据段逐渐向后移
,

各段之间有适当的重

迭量
。

这样既保证了各段待估参数的精度
,

又保证了整条弹道的客观性
、

在 (7 )式中取 m 一 1
,

l于 2
,

可得
:

乙C ~ [。C
d O V o

jT

, 一

〔客
(v 探

一
v 一 )

(会!
,

客
‘V

一
V 而 ,

(瓷)
,

」
?

、 _

卜割黔 郭粼
;

翩
,

⋯
令{旦Y五{ {翌

些
{ 令 {旦卫丛{

创 \aC
J

)八aV
。

)
,

留 \己V
。

j

写成方程组的形式
,

则为

A
·

乙C 一 B (8 )

称上式为弹道 中各段的修正方程
。

式中
,

V 解 ,

为径向速度的实测值
;
矶

;

为径向速度的计算

值
; 。认 为阻力系数 c

J

的修正量
,

火箭主动段时是火箭加速度
a ,

的修正量 。a 户 ; △v 。

为
、

_
‘ , _

_ _ 己V
。

己V
。

_
. ,

_
.

_ _
, _ . _ _ _

⋯
、

_
_

卜 . 卜

_ _
.

_
、

初速的修止量
。

面
二

子
,
石笼于为检同速度对 C J

和 V 。

的偏导数
。

如果小处理初速
,

则 乙V 。
-

~
“ 以 V o、

己V 、

己V 。
一

假设天线到弹丸的径向距离为 R
,

天线的坐标为 (x
。、

y 。 、 z 。
)

,

则有

R Z
~ (x 一 犷。

)
2
+ (y 一 y 。

)
2
+ (z 一 z 。

)
’

将上式两边对 t 求导
,

整理可得

、、产叮才O以月任了、
v *

一 告仁(
二 一 二 。

)v
J

+ (, 一 , 、
)v

、

+ (二 一 二。)v
:

I 、



再将 (9) 式对 岛 求导
,

则可得参数微分方程
:

V一C(O一己
、

a U
二

以 一 x 。少

瓦
+ (y 一 y 。

)
己V

, .

不 ; 不二 十 (z 一 z 。〕
O 七 d

(1 0 )
l一R

一一aVe一戈

由式 (1) 对 C
J

进行形式微分
,

可得

一合
“p ;

r

(v
二
一 w

二
)

一音
“Pv

r

y ,

一告
: Pv

,

(v
二

一 w
二

)

(1 1 )

塑aCu塑戈aV~
.

一戈d一dtd一dtd一dtr|J||||人||||||L

而 V
。

的参数微分方程可通过下式求得

[毅」

[毅」

d一dt

{
= C O S a

(1 2 )

二 二二 S ln a
d一dt

为普通弹的弹道倾角
。

�

!
J

y一0

这是因为 V 一 V

一
V ,
一 V ·‘n ·

,

一
, g

(轰
毅

一

缸
(x
一

)

毅+ ( y 一 y o
)
己V

己V
n ( 1 3 )

式 ( 1 1) 和 ( 1 2) 均可通过数值解法解得
。

用数值解法对式 ( 1) 进行求解
,

还可得到 V 、 ,

及各

点的坐标 (x
, y ,

z)
,

然后就可对待估参数进行修正
、

拟合
。

在迭代运算的开始 (第一段 )
,

必须首先给各待估参数一个初值
,

通过修正方程 ( 8) 计算出修正量 △岛 和 乙v 。 ,

然后取

才。
( ‘’一 。 ( 。’+ 乙。

{V
。
( l ) 一 V o

( O) + △V 。
( 1 4 )

用新的估值重新执行上述过程
,

直至达到所要求的收敛条件
。

在本段拟 合结束后
,

其口

值作为下一段的待估参数 C
J

的初值
,

对下一段再进行拟合计算
。

如此下去
,

直至整条弹

道各段的 C 袱

拟合结束
。

这样
,

整个弹道的阻力系数 C 、

就确定下来
,

完成 了 C
以

程序的第

一项任务
。

以后工作是解弹道方程 ( l) 的问题
。

3 计算机仿真

3
.

1 方案

为了检验 C K 算法的正确性
,

对它进行 了仿真实验
。

用 C K 算法计算得到的弹道
,

与

理论弹道相比较
,

以观测其误差到底有多少
。

但是理论曲线的获得是不容易的
,

因为从

弹道模型 ( 1) 可以看出
,

各方程间均相互关联的
,

阻力系数 C 、

也未知的
,

而且到 目前为

止
,

从理论上还无法得到 C 汀

的精确计算公式
。

所以假设在标准气象条件下
,

炮弹的初速

v 。
二 88 7

.

1 05 ( m / S ), 阻力系数 C
J

为 0
.

3
,

再设定好其它参数
,

通过编程
,

以常值 C
汀

的

形式计算弹道
,

可得到一条完整的弹道 曲线
。

本文便以此弹道作为理论弹道
。

虽然这样

的假定不够完善
,

但却能说明问题
。

在具体仿真过程中
,

根据亡
、

程序对实测数据的要求
,

首先应用公式把理论弹道上各

点的切向速度转换为径向速度
,

作为一组实测的原始数据对 偏 进行处理
,

并计算弹道
。
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然后
,

比较拟合后各段的伪 值与理论值 0
.

3
,

拟合计算出的速度与理论速度
,

得出误差
。

在此
,

采用相对误差
:

相对误差 ~
}计算值 一 理论值 I

为了说明问题
,

采用两种情况仿真
。

噪声情况下的仿真
。

在有噪声时

V
; , ,

= V
* ,

+ ￡,

理论值

一种是无噪声情况下的仿真
; 另一种则是在有

其中
。‘

为零均值的白噪声
。

为了确定
。,

的取值范围
,

定义如下的信噪比
:

(1 5 )

则
:

式中

S N R 一 1。‘g

纂
“

2
= 。 , ,

/ lo sN R ‘, o

(1 6 )

口沪 一 “「(V 一助
2

〕一

糟沙一舟客汽
若确定了信噪比 S N R

,

则容易由式 (1 6) 求出噪声的方差 二
,

.

若取噪声为均 匀分布
,

则

容易得到其最大幅值为

礁
。二

= 3沙。,

(1 7 )

3
.

2 结果

根据上述方案
,

作者在计算机上对每一种情况进行了多次的模拟仿真
,

得到 了各种

统计结果
,

如表 1 所示
。

仿真结果表明
,

在无噪

声情况下
,

CK 与 V
,

的计算

值与理论值的误差为零
。

这

也证明了用 C K 算法编制的

表 1 仿真数据与理论数据之比较

加噪声时的平均误差 (1 / 1 0 0)
项目 平均误差

(1 / 1 0 0 ) S N R = 4 0 dB S N R = 3 0 d B S N R 二 2 0 d B

0
.

1 1 6 7

0
.

0 5 6 4

0
.

3 6 6 7

0
.

1 6 9 1

0
.

6 6 6 7

0
.

4 5 0 9

岛Vr

弹道计算软件具有实用价值
,

可以投入到实际靶场中使用
。

在有噪声情况下
,

当信噪比较高时
,

误

差较小
,

当信噪比减小到 20 dB 时
,

误差相对增加比较大
,

无法得到较为正确的计算结果
。

4 结 论

本文讨论 了利 用参数微分法
,

求取弹丸阻力系数的过程
,

提 出了将测量数据重迭分

段
,

运用最小二乘原理
,

分段求取待估参数的方法
。

该方法已在国内靶场使用
。

采用此方

法
,

弹道计算时间已 由原来需时 30 m in 以上缩短为 sm in 左右
,

因而大大提高了数据处理

速度
。
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