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连续情形的窃贼问题
’

李弼程 罗建书 金治明

(国防科技大学系统工程与数学系 长沙 41 0 0 7 3)

摘 要 讨论了连续时间上的窃贼问题
。

J
,

是 【o
,

门上窃贼作案的次数
,

{ J
,

}
‘

翔是 Poi s -

s

on 过程
;
收获过程与风险过程都是独立同分布的时间序列

。

利用弱无穷小算子
,

我们找出

了最优停时规则
。
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在经典的离散情形的窃贼川问题中
,

记
u ,

表示窃贼第
n
次作案的收获

,

王u
, ,

}几
1

是独

立同分布的时间序列
; {占

。

}准

住
,

否则 占
。

一。; 设 {u 。

}几
l ,

二
,

如果一旦作案时被抓住
,

;

是风险过程
,

独立同分布
,

占
。

一 1 表示第
n
次作案时未被抓

{占
,

}几
,

独立
,

P一 p (a
, ,

= 1 ) = 1 一 P (民 ~ 0 ) = l一叮
,

产= E u l

<

他将交出全部赃物
,

这样窃贼作案
, ,
次的总收获为

一 “1 ~
·

“
。

(乙
u

!
, n 一 1

,

2
,

⋯

报酬序列为 {、
, ,

}淤
, ,

其最优停时为
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一 in f{n
》 1

,

“
,

⋯民(艺
u ,

(户一 1 ) + 冲 ) 簇 o }

就是说
,

对窃贼来说
,

要么在被抓住时洗手不干
,

或者在所偷窃赃物累计超过了
兴

产时
“
” ~ ~

’ ‘
’

动

~ 一
’一

~
’

~ 一 一 一川”一
切 ’

~
,

”
’

~
’“ ~

’‘
”四 ~

‘

一
’

“ 司一 ‘ ’

一一
研

1一P
厂

一
刁

洗手不干是最明智的策略
。

如果修改报酬函数为 S
。

一
n 民(习

u ‘

)一 C
。 ,

其中 c
。

个
,

且 c
。 + 1

一c
。

也单调上升
,

= l , = l

这表明每次行窃要付出一定的代价
,

则可证明最优规则是

一 in ‘{n
) 1

,

(n 氏)[习
u ‘(, 一 1 ) + , , 」一 C

。+ l

+ C
。

簇 o }
i~ 1 1= 1

如果修改报酬函数为
s 。

- (n 民)(习
u ,

)一 (卜 n 民)C
·

,

表 明如果一旦被抓获
,

正~ 1 泛= l

窃贼不仅要交出全部赃物
,

还要处以罚金
,

此时最优规则为

一 ‘n ‘{n
) 1

,

(n
“
‘

)[习
u ,

(, 一 i ) + 。, 〕+ (H 民)(, C
。 十 ,

一 e
。

) 成 c
十 ,
一 e

,

}

在本文中
,

我们研究了连续时间上的窃贼问题
,

得到与离散情形类似的结果
。

模型的建立

记 J
‘

是 [ O
,

习 上的窃贼作案的次数
,

{J
,

}
I

到是参数为 几的 Poi ss on 过程[2j
,

即它具

有独立增量
,

而且V t> s > O
,

P (J
,

一J
;

一k) -
e 一又(‘一 ’ )几k

(t一 s )
乏

k !
(几> 0

,

k = 0
,

1
,

2
,

⋯ )
。

因 Pof s s o n
过程 {J

,

}
,》。

是完全可分的
,

且有右连续修正
,

故下设 {J
:

}
,

翔是右连续的
。

{民}器
; ,

{u ,

}二
,

定义如引言
,

假定 {J
￡

}
, 李。 ,

{民}器
, ,

{u 。

}器
l

相互独立
,

且V n , u ,

> 0
,

P
.

a
.

: 。

如果一旦窃贼在作案时被抓住
,

他将交出全部赃物
,

则在 「o
,

习 上的收益为
·

It

X
‘

一 a
,

⋯占
2

⋯邃
, ,

(习
u 、

) (1 )

考虑到窃贼在 [ O
,

习 期间要付出一定的代价和费用
,

则窃贼在 [ O
,

习 上的收益为

Y
,

一 X
,

一 ‘ ·

t (2 )

其中 c ) 。表示单位时间的费用为
: 。

如果一旦被抓住
,

窃贼不但要交出全部赃物
,

而且

还要处以罚金
,

则报酬 函数修改为
·

I -

Y
,

一 X
:

一 (
1 一 n 茂)C

‘J
,

(3 )

其中
。1

> o
,

表示每次作案的罚金为
。1 ,

我们还讨论带折扣 因子的报酬函数
:

Y
,

一
X

,

一

{;
C

一d ,

(4 )

其中
a > O

,

称为折扣 因子
。

我们考虑过程 { (t
,

J
, ,

X
,

)}
,李。 ,

它取值于 Q垒 [o
,

二 ) 火 {o
,

1
,

2
,

⋯
,

} 又

[o
,

二 )
,

其状态空间为 (Q
,

, )
。

令
.

夕
,

= 。 ( (J
, ,

X
,

)
, 、镇 t )

。

引理 2
.

1

天
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)卜尹

10 4



‘ *

[几(t 一
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‘
_ _ * ‘, 一 , , ;

一 P 一一一了布
—一

￡ 诬 I
_

= 力

托 二

(j ) 0
,

K ) 1 ) (5 )

证略
。

令
。1

垒in f{ t》O
,

J
‘
一 1 }

, 。 ,

表示第一次作案的时刻
。

可以证明
:

(I
( , , ) 1 )

古
, · ·

⋯ 占.,’ 一 0 ) = (I
( , ,

) , )
X

:

一 o ) (6 )

引理 2
.

2 {(t
,

J
, ,

X
,

)}
t

列是右连续的马氏过程
。

证明 由 {J
,

}。
。

的右连续性可知 {X
,

}
, ) 。

是右连续 的
,

从而 {(t
,

J
, ,

X
‘

)} 。
。

是右连续

的
。

另外
,

V t> s) o
,

E {J
‘

卜少
,

} 一 E 谧J
,

一 J
;

卜笋
,

} + J
,

一 E {J
,

一 J
,

】
a ((J

, ,

X
,

) )} 十 Js

一 E {J
‘

}
。((J

, ,

X
,

) )}

E {X
,

I只 } 一 E {Xt l
(· 1、 ! ,

l只 } + E {X
,

I( , < ·1、, 。

}只 } + E {X
,

I (· 1> , )
}只 }

= E (X
,

I
(了, ) , ,

l只 } + E (X
,

I
(

.

, , 一 。二, ,妻 , ,

I只 }

可证

E {X
,

I (了, 》 l。

l,
;

} = E {I
( J ,

) 1 )
X

,

l“((J
; ,

X
,

) ) }

又由 (5 )
、

(6 )式可得
:

E {X tl.
J , 一 。

,

.,, ) , 。

}萝
;

} 一 E {X J
(人一。

.

人) 1 ,

}武 (J
, ,

X
,

))}

故有

E {X
‘

卜夕从} = E {X
,

}
。((J

, ,

X
:

) ) }

2 弱无穷小算子 万阎闭

本节考虑马 氏过程 {( t
,

J
, ,

x
r

)}
, ) 。

的弱无穷小算子 又
。

记 B垒汀
; f (t

,

i
,

x)
:

Q ~ R 有

界 , 一可测函数 }
。

石
。

垒〔f 任五
; V (i

,
x )任 {o

,

l
,

2
,

⋯ } x 〔o
,

co )
,

lim E 丈f (t J
, ,

x
,

) }(了
。 ,

x
。
) = (i

,
x ) = f (o

,

i
,

x )}
,

少
,
垒 {f 任 万

。 ; V (t
,

E {f (t + 。 ,

J
, + 。 ,

X
, + ‘

) }(J
, ,

X
,

)= (i
,
x )}一f (t

,

i
,
x )

C

‘ ) 任 Q, 日 g (t, ‘
,

x) 垒映

有 g 任万
。

}
,

记方(t
,

i
,
x )一 g (t

,

i
,
x )

,

万 为马氏过程 {(t J
, ,

x
,

) }
,李。

的弱无穷小算子
,

少
,
为 入的定义域

。

下面我们来求习(,
,

i
,
x )

,

设V i一 。
,

l
,

2
,

⋯
,

(,
,
x )~ f (,

,

i
,
x )连续

,

f 有界
。

设 x 笋 0
, 。
~ 0

,

i> 0
,

E {f (t + 。 ,

J
, + : ,

x
, +

川 (J
, ,

X
,

) = (i
,
x ) }

= ￡ {I
、, , + ‘一 , 十 l )

f (t + ‘ ,

i + 1
,

占汁
1
(x + u , + ,

川 (J
, ,

X
,

) = (i
,
x ) }

+ E 谧I
(

.

, , + 。一 , )

f (t + “ ,

i
,
x ) }(J

, ,

X
,

) 一 (i
,
x ) } + 0 (“)

= I + I + 0 (c )

显然

~ E {f (t 十 c ,

i

= f (t + 。 ,

i
,
x ) [ 1 一 又。」+ O(。)

+ 1
,

民+ 1
(x + u ‘+ 1

)I
( ; , + ‘一

,

, , 一 l )

I(J
, ,

X
,

) ~ (i
,
x )}
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= E {f (t + 。 , i + 1
,

舀
, 、 :

(x + u , + 1
) }

·

E 麦I (。+ 。
一 , , 一 1 , }

= 丈PE f (t + 。 ,

i + 1
,
x + u 飞

) + g f (t + 。 ,

i + 1
,

o )〕又
。 + 0 (。)

所以

直f (t
,

i
,
x ) = 人〔尸E f (t

,

i + l
,
x + u l

) + q f (t
,

i + 1
,

o )〕

a
, ,

.
、 , .

_

一 叮 (t
, 之 ,

x ) + 二J 弋t
, 之 ,

x ) 又之多 l )又x 井 U )
口止

(7 )

同样可求
:

、1产、、产QUOtl了、
Jr、

。
, ,

.
_ _ . 。 ,

二
_ _ 、

.

a
, , . _ 、 .

,
, . _ 、 , .

~

八J 吸t
, 之, 0 ) = 凡了(t , 之 + 1

,
U ) 十 只: J 又t

, z ,
U ) 一 入了Lt

, 之 ,
U ) 又之 二多 1 )

O乙

万f (,
,

。
,

。) 一 早f (,
,

。
,

。) 一

O 艺
汀(t

,

o
,

o ) + 几〔PE f (t
,

1
, u ,

) + gf (t
,

1
,

0 ) 〕

由(7 )
、

(8 )
、

(9 )式可知
,

若 f (t
,

i
,
x )满足下面三项

:

_

_
. _ _ 、 , _

一 二
_ _ , _

_
_

a
_ , _ 、

一
,

_

a ) V i多 0
,

j (t
,

i
,
x )又丁(t

,
x )连续 ; b ) J 有界

; e ) 瓦J (t
, 宋 ,

x )仔正
,

口L

_ _
.

a
_ , _

且盯蕊J Lt
, ‘ , x ) , “ )

b) 成立
。

则 f 任D , 。

4 最优停时规则

记 J 是 (, 几}
,

翔停时规则的全体
; 。。
垒inf {t) 0 , ,

x
:

一 o }
, 。。 表示首次被抓住的时刻

,

且

(氏> t )一 (a l

> t ) U (J
,

) 1
,
x

‘

> o ) = (
,

I
,

= 0 ) U (J
t

) l
,

X
,

> 0 )
。

因为 (J
。 ,

X
。
)一 (0

,

0 )P
.

a
.

、
.

所以
,

我们用 E
,

P 分别代替 E(
。

,
。

.
。) ,

P (。
,
。

,
。) 。

引理 4
.

1
1

也叮
1

~ , 于

几

E a o
1

又(1一 P)

证明

引理 4.

证明

E O I
一

丁了
, (。

1

> , )d , 一

{丁
, (J

,

一 。)d , 一

{了一
d , 1 一

~ 下
一 < 二、 C。 。

人
类似可证

。

若日 a> o
,

有 E 川+ a

< oo
,

则 E

H 6 ld e r 不等式
,

有

s u PX
,

< co
。

由

宝
“ ,

刻郭
,+a) 南

·

n

帝

从而

(艺
u ‘

)
’十“ 镇 n ‘

云
u户+

“ 二
(习

u 、

)
‘+ “

镇 n ‘+ “
E u }十

‘

由此可证

E s u PX
, 一

肠
(·

叫
,

> , ’d ,

、 (敷
‘1

一)Eu ,·

f户
, + · <

co (￡ > 0 )

令 尹
。
一 {

二
任尹

, 二

簇。。 ,

丸
.

,

}
,

由引理 4
.

1 知
,

V : 〔厂
。 ,

E : < 二
。

下面我们假定日占>

o
,

E 州
““

< 二
,

且 P< 1
。

定理 1 对于报酬函数 Y
,

~ 戈

令 : 1

垒in f{ , ) 。
,

x
:

) 月兰二一 。}八。。 ,

则
: ,

是最优停时规则
。

1
一 Z

夕
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证明 令 介(t
,

i
,

x) ~ x 八N
,

(N > 0) 则 fM 任D , ,

V 。任声
。 ,

几 = 。 A k
,

(k > l ) 由 D yn kin 公式得
:

E “(一 J、
,

X 、 ) 一 E

丁了
“、 (,

,

J
r ,

X
,

)d ‘+ O (1 )

一 E

{:
’

万几‘
!

,

J
, ,

X
,

, d ‘+ E

只
““‘才

,

J
: ,

X
,

, d !

一 E

丁:
’

、E 〔一八 N : d
s + E 仁‘

(·1( 、 )

{
、劫耳 (x + ‘ 1

) A N]
I
二一

洲
:
〕

一 E 「‘
(·1

二
‘)

丁:
“, 仁X

·

A N〕d
了
〕+ E 〔‘

(·去

二
1 )

丁沙
E 「一 A N 〕d

‘
〕

令 N ~ co
,

由单调收敛定理得
:

EX
口‘
一

咐咖
‘ + EI

(。1

认
)

尽APu
一

够
‘

jds
一 EI

(‘ : > 一

仁恻“
‘O ,

对固定的 w 任口
,

当
: 任 [

d l , a 。
)时 (P产一 q X

,

)单调非增
,

由
r ,

的定义知 P (: 1

妻
a ,

)~ 1
,

且

EI
(o 1

一户[Pn
一 祥

!

仙

一 E l (。 1《 。 . )

丁
“仁p 产 一 q X

,

〕d
‘ 十 E ‘(, 1

《一

广
“〔, 。 一 q X

·

〕ds

簇

少[P#
一 、

·

孙 + EI
( , 1 ( 、 ) (r 1

今
‘)

介咖
一 杯

;

jds

+ EI
(。1

、
) ( r 、) 一

伽郊 一挤
·

jds

上式的后两项非正
,

故

EI 毕
、 )

加、 一 祥
!

jds 簇

少[Pl1
一 祥胆

‘ (“ ,

由(1 0 )
、

(1 1 )两式知
:

EX
、 镇
代咧

‘ 十

线
“

孙 一挤
·

孙 (1 2 )

在 (10 )式中
,

令
。*
一 r l

A k
,

再令 k ~ 。
,

可得
:

EX
r l

一

或、
万 +

代
“

[P#
一、

,

孙

故
: E X

。‘

镇E X
rl ,

从而 E X
,

镇E X
r , ,

s u p E X 一 E X
·1

可以证明

所以

s u PE X
:

一 s u PE X
r

r 任 / 0 1
“乏

臀乒E Xr 一 E戈
由定理 1 知

,

对窃贼来说
,

要么在首次被抓住时洗手不干
,

或者在所偷赃物超过了

P
干

一

,一二
,

产
1
一 P

定理

a )

时洗手不干是最明智的
。

有趣的是
,

这个结果与离散情形完全一致
。

2 对于报酬函数 Y
,

~ X
,

一 。t
。

若
c
) 劫产

,

则 a 一。
,

p
.

二
.

:
是最优的

,

即不要作案
。
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b ) 若
·< * , ,

,

则 一 ; ‘n“
犷) O

,
X

!

)

态
证明 由 (10) 式知

,

V 。任尹
。 ,

几 ~ d 八k,

二〔x
·*

一
〕一 二

艾
’

: “, 。一〕d
‘ + E ‘

·

产

万
一

示刃 } Aa0 是最优停时规则
。

(k ) l ) 有

(口1成、 )丁
、
口p 产 一 q议

,

一 :
〕ds

口z

+ EI
(口 ,

一尽柳一孙 (1 3 )

若
‘妻劫产 则 E 〔X

、一“〕簇。
,

从而 E [X
。

一。〕镇o
, a一 O 最优

。

若 劫声一‘> 。
,

类似

于定理 1
,

从 (1 3 ) 式出发可以证明
: :

是最优停时规则
。

定理 3 又寸于 , ; 酬函数 Y
,

一
x

,
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