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正则有理 B e Z le r 曲线的等距曲线算法
‘

方 这 赵 军

(国防科技大学系统工程与应用数学系 长沙 4 1 0 0 7 3)

摘 要 通过利用改进的有理德卡斯特里奥算法求得正 则有理
n
次 班

z ie r
曲线各点处

的切矢
,

由此得到各点的单位法矢量
,

应用于求原始曲线的等距曲线
,

从而巧妙地解决了原

始正则有理
n
次 B 己z ie r

曲线上各点的单位法矢量难求的困难
。

该方法几何意义明显
,

算法简

洁
,

实践效果比较好
,

最后本文给出了两个实例
。
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计算机辅助几何设计 (C A G D ) 领域里非均匀有理 B 样 条 (N U R BS) 方法是建立在

非有理 B o z ie :
方法和非有理 B 样 条方法基础上的

,

具有很好的性质和优点〔‘〕
。
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被国际标准组织 (15 0 )正式颁布的工业产品几何定义的 S T E P 标准定为唯一的统一数学

方法
,

N U R B S 在 C A D / CA M 与计算机图形学领域越来越受到普遍重视和获得广泛的应

用
。

与此同时
,

一些 CA D 商品软件系统纷纷开发和推出 N U R B S 功能
,

可以断言今后的

C A D 软件系统若没有 N u R B s 功能将没有生命力
。

等距 曲线在工业中有很多应用
,

例如在机械加工中的数控机床加工
,

汽车工业中的

外形设计
。

已有一些作者讨论过等距曲线的生成问题 [z,
3
·

‘
,
’〕

,

但是这些方法所讨论的是非

有理 的 B 样条
、

B己 z ie r
曲线

、

三次样条曲线等
,

而今后的 C A D 软件系统将采用 N U R B S

作为标准
,

因此
,

我们有必要讨论 N U R BS 的等距曲线
。

1 预备知识

1
.

1 有理 n 次取 幼er 曲线

对于一节点分划
:

△
: u 。

簇 u l

簇 ⋯ 簇 u ,

簇 ⋯ 镇
u 。

簇 u,, 斗 ;

( ⋯ 镇 价+ * + 1

可定义一条 k 次 N u R BS 曲线
,

其分段有理分式形式为

P (u ) =

艺w
;

d ‘

N
,

.
*
(。 )

习二
,

N
、

.

*
(。 )

(1 )

其中w
,

(i= O
,

1
,

⋯
, n ) 称为 N U R B S 的权因子

,

其与控制顶点 d 、
(i = 0

,

1
,

⋯
, n )

相联系
,

(wi d
‘ ,

w
,

) 则称为带权控制顶点
。

为防止 (1) 式分母为零
,

规定 w
。 ,

w
,

> o
,

wi ) 。 (i一。
,

1
,

⋯
, n 一 1 ) ; N

, ,

*

(u ) 则是 由分划△按德布尔
—

考克斯 [s1 递推公式决

定的 k 次规范 B 样条基函数
。

若 N U R B S 两端 节点 的重 复度取为 k + 1
,

即 u 。
一 u ,

-
· ·

一
u * ,

u,l + ,
一 u ,l+

:
-

· ·

一
u 。+ , + , ,

且在实际应用中常取
u *

= o
, u , , + ,

= 1
,

则 u 任 「
u * , u , + ,

〕= 〔o
,

1〕
。

若
n = k

,

则

k 次 N U R B S 就成为有理
n
次 B亡 z ie r 曲线

,

相应地
n 次规范 B 样条基函数 N

, , ,

(u) 则成

为
, ,
次 Ber ns te in 基函数 残

, , ,

(u)
,

从而得有理
”
次 B 6 z ier 曲线的有理分式表示

:

P (u ) =

艺w
, J ,
方

,
,

*
(。 )

艺二
,召、

.
;
(。 )

(2 )

它实际上是带权控制顶点 (二澎
, ,

二
,
)(l 一 o

,

1
,

⋯
,

的定义的非有理
n
次 B 己 zi e r

曲线在 二 -

1 超平面上的投影
。

1
.

2 等距 (o ffs e t )曲线

设原始曲线为

C (u ) 一 {二 (u )
,

夕(u ) } O 镇 u 簇 1

则它的距离为
,

,

的等距曲线为

C
,

(u ) 一 C (u ) + r N (u )

·

其中 N (l, )为 C (u )上对应参数
u 处的单位法矢量

(3 )
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N (u ) =
(一 少‘(u )

,
x ‘

(u ))

1
.

3 改进的有理德卡斯特里奥算法〔幻

由 1
.

1 我们知
,

有理 B‘ zi er 曲线在投影前是带权控制顶点定义的非有理 B 仑 zi e r
曲

线
,

则我们可将非有理班 zi er 曲线的德卡斯特里奥算法直接推广为有理 玫 zi er 曲线的

德卡斯特里奥算法
,

即分别对 (2) 式中分子与分母进行德卡里特斯奥算法
。

但是
,

这会

带来一些问题
。

例如
:

某些权因子过大时
,

中间控制顶点就不再在原始控制多边形的凸

包内
,

使曲线丧失凸包性
,

得到坏的曲线
。

法林在此算法的基础上提出了改进的有理德卡斯特里奥算法

云二
,
‘:

‘, B ‘
, 二一 ‘

(u )

p (“ ) 一 共溉一一

—
-

· ·

一 d尸

习w
,B ,

, 。一 ,
(u )

其中 d ,

均为有限远控制顶点 (其权因子不为零 )

一

阿
,

d户
k ,

一 } 。)李盛一 ’)
.

I(1 一 u )
二

子不丁d 李
虎一 ‘,

+ u

L w 了
‘

w l匀
‘’

w 于
乏,

d肪
‘’

k = 0

k = l
,

2
,

⋯
, 儿

i ~ O
,

1
,

⋯
, n 一 k

权因子

「w
‘

w
i
一 {

l , 、 。 _ 1 、 . ‘; _ 1 、

‘ 火1 一 U 少仪Ji
一 ’ 一卜 U t心J汗 1

一 ’

k = O

k 一 1
,

2
,

⋯
, n

’

; i ~ 0
,

1
,

⋯
, n 一 k ;

则 研幻 位于原始控制多边形的凸包内
,

从而保证了 B亡 zi er 曲线的凸包性
。

2 正则有理 n 次 B亡 zi e r 曲线的等距曲线

由 1
.

2 我们知道
,

只要求出原始曲线上各个点处的单位法矢量
,

就可以很容易由

(3 )式得到其等距曲线
,

但是单位法矢量 N (u )一般不容易求得
。

如果我们能求得原始曲

线上各个点处的切矢量 T (动
,

则可由下面式子得到原始曲线上各个点处的单位法矢量

、 (·

卜 [少
,

;」
,

赓{翁 (4 )

由于讨论的是正则曲线
,

所以 (4 )式中 }T( u) l尹O
。

对于式 (1 )

P (u )

艺w
,

d N
, ,

*
(、 )

艺w
,

N
,

.

*
(。 )

其切矢并不好求
。

因为上式右端乃是一个分式
,

这样对有理
, ,
次 B仑 z ie r

曲线的导矢计算

太复杂
,

不适于实际应用中的数值运算
。

刘鼎元「9〕虽提出改写形式
,

但是导矢计算仍较麻

烦
,

且其得到的导矢计算公式几何意义不明显
。

下面我们利用改进的有理德卡斯特里奥算法来求有理
; :
次 B乏 zi e r

曲线的各点处切

矢
。

由改进 的有理德卡斯特里奥算法 的执行过程
,

可知有理
n
次 B 之 zi er 曲线上点 心

。
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(u ) 和 d犷
一‘’

(u )
,

d ;
” 一 ” (u ) 的连线相切 (因为有理

n
次 B 6 z ie r

曲线与 d丢
”一 ‘, (u )

,

d ;
n 一 ”

(u ) 的连线只有一个公共点
,

且有理
, :
次 B‘ : ie r

曲线在 武
”一 ‘’ (u)

,

川
’l 一 ‘, (u) 连线的一

侧 ), 所以在 武
n) (。 ) 处有理

。
次 B 。 : ie :

曲线的切矢量与矢量川
n 一 ‘, (u)

,

武一
‘, (u) 平

行且同方向
,

则可令

T (u ) d {
n 一 ‘,

(u ) 一 d ;
”一 ‘,

(u )

IT (。 ) I= l‘{一
‘,
(。 ) 一 ‘;一

” (。 ) I

从而 由 (4) 式很容易求得有理
n
次 B己 z ie r

曲线在各个点处的单位法矢量
,

且这样计算单

位法矢量表达式简洁
,

计算方便
,

而且通过

C
二

(u ) = C (u ) + r N (u )

得到的是原始曲线的精确等距曲线
,

这是其它方法所无法比拟的
。

3 实践例子

我们将本文的方法应用于 C S C A D 系统的研制中
,

下面两图是用该方法得到的两个

例子
,

所用的曲线分别是有理三次 B 仑zi e r
曲线和有理五次 B 亡zi e r

曲线
,

其效果令人比较

满意
,

且执行速度相当快
。

图 1
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