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th is p a p e r h a s
‘

re -

v e a le d t h e o p tim a l r e m o v in g s e q u e n ee

lyz in g th e a lg o r ith m e o m pl以ity
, th is

a n o p tim a l g e n e r a l s o lu t io n
.

o f th e eir e le p la te s d u rin g its so lv in g p r oc ed u re
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1 T h e C la s sie a l Pr o b le m o f H a n o i T o w e r a
妞 Its S o lvin g

.

A lg o r ith m
‘

一

、 奋
-

1
.

1 T h e c la ssic a l P r o blem o f H a n o i T o w e r 丫
一 ,

一
S u p p o s e tha t th e r e a r e th r e e t o w e r p illa r s ,

A
,

B a n d C
,

w h ie h a r e 仓威l记 吕。

瞬
e p il

-

la r , a u x ilia r y p illa r a n d t a r
罗t p illa r , r e s p e e t iv e ly ; the r e a r e n d iffe r ent e ir41 她 p纽径母

一

娜b劫卜

a r e n u m b e re d fr o m s m al l t o la r g e a s
1, 2

,

⋯
, n , r e s p e ct iv el y

. -
,

; _

In it ia l s t a t e : th e n e ir e le p la t e s a r e a t p illa r A ;
-

T a rg et st at e: th en cir d eP fa te sa re a

tP m a r c
. ,

、
- -

一
补

R e a liz ig th e r e m o v in g p r o e e d u r e fr o m th e in itia l s ta t e t o the ta r g et s ta t e a ec o r d in g

t o th e fo llo w in g th r e e r u le s :

(1 ) O n ly o n e p la te c a n b e r e m o v e d a t
.

a n y t im e
·

(2 ) o n e p la te e a n be r e m o v e d fr o m o n e p illa r t o a n o th e r
.

: 几

(3 ) A la r g e r p la t e e a n n e v e r b e p u t u p o n a n o th e r s m a lle r o n e
·

1
.

2 T h e So lv in g A lg o r ith m
一

If n = 1
,

th e n the u n iq u e p la t e n (一 1 ) e a n b e r e m o v ed d ir e e tly fr o m A t o C ;

o the r w is e ,
th e r e m o v in g Pr o e e d u r e e a n be im p le m e n t e d th r o u g h t he fo llo w in g th r甲

s t已Ps :

(1 ) H e lp in g w ith C
, r e m o v e the u p p e r (n

一 1 ) p la t e s fr o m A t o B
.

(2 ) R e m o v e d ir e e tly the b o t t o m Pla t e n fr o m A t o C
.

(3 ) H e lp in g w ith A
, r e m o v e the (n

一

1 ) p la t e s fr o m B to C
.
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3 T he A n a ly名in g o f A lo g o r ith m C o m p le x ity

N o t e M
,
(n ) a s th e r e m o v in g tim

e s o f p la t e s d u r in g th e s o lv in g p r o e e d u r e o f th e ” -

o r d e r ela s sie a l p r o b le m o f H a n o i t o w e r
.

A e e o r d in g t o th e s o lv in g a lg o r ith m a b o v e ,

w e

h a v e :

M
,

(1 ) = 1 ; M
;
(n ) = 2M

I
(n 一 1 ) + l;

W ith th e m e th o d o f m a th e m a tiea l in d u e t io n , e a s y to p r o v e th a t :

M
:

(n )= 2
”

一 l
,

(n 之l )
.

2 T he Z
一a u x iliar y

一

Pilla r Pr o b Iem o f H a n 0 i T o w e r a n d Its SOlvi n g A lg o r ithm

2
·

i n
e 冬au

x ilia ry
一p illa r p r o b lem o f H a n o i T o w er

e o m p a re 诚王h t h e C la s s ie a l p r o b le m o f H a

no i t o w e r ,

w h ieh ha , o n ly o n e a u x ilia r y

p illa r ,
th e Z吧政in a ry一p illa r p r o ble m o fH a n o i t o w e r h a s tw o a u x ilia r y p illa r s B

l ,

B
: a n d

k e e p s 改h e r e ha r a e te r s
.

2
·

Z T h . 5 0 一v in g A 一g o r ith m

If 刀 = 1 ‘ th“n th e u n iq u e p la te n (‘ 1 ) e a n b e r e m o v e d d ir e e tly fr o m A t o C ;

o the rw is e , th e r em o v in g p r o e e d u r e e a n b e im p le m e n t e d th r o u g h the fo llo w in g fiv e

s te p s :
.

(1 )H olp in g w ith C
,

B Z , r em o v e th e p la te s z ~ k ,
fr o m A t o B

I
.

(2 )H 亡lp in官 w ith 亡
, r e m o v e the p la t e s (k

;

+ 1)一 (n 一 1 ) f拍m
·

A t o B
2

.

(3 )R e m o ve d ir e e tly the b o t to m Pla t e 摊 fr o m A t 0 C

二(4 )H el p in宫w ith A
, r e m o v e the p la t e s (k、+ l)~ (摊一 1 ) fro lh B Z t o C

.

(5 )H el咖g w it h A
,

B : ,

re m 。, e th e pla te s l一k
,
fro m B

: t。七
. -

2. 3 T h e A n al zi n g o f人lg o ri th m C o m ple x 妞y
-

- - · -
. ·

一 N o te M“岭
a

st h。

~
V m g tim es o f p l盆烧s

面、ng th es oiv in g Pr 沈ed
u re o

ft he
n -

o rd o r Z
一 a 廿x ilia r y巾111盯 p r o b le m o f H a n o i t

ow
e r

.

A e
co

r d in g t o the s o lv in g a lg o r ith m

a
bo ve

,

w ‘h妇e:
一

r .
.

从(1)= 1 ;
M

Z
(并)二2M

2 (k ‘)+ ZM
:
(丧

2
) + 1 ; (九一 k ,

+ 乏
2

+ 1 ; 走, ,

乏2

之。)
.

E 义p a n d n a s th e fo llo w in g fo r m ;

n 一 工干2 + “
‘

十(声勺 ) + P + r ,

(P之。; 二〔 {1
,

2
,

⋯
,

p + 1 })

(1 )r 一P十 1
: n = 1十 2 +

·

” + (P一 1) + P+ (P+ 1)
.

L e t k
Z
一P

,
th e n k ,

= n 一 k Z
一 1 = 1 + 2 + ⋯ + (P一 l) + P ;

T o k , ,

le t the n e w k Z
一 户一 1

,
the n th e n e w k ,

一 1 + 2 + ⋯ + (户一 2 )+ (户一 1 )
.

A e e o r d in g t o the m e th o d o f g o tt in g k l ,

k : a b o v e , e o n t in u e th e p r o e e d u re u n t il k
Z
=

1
,

k l
= 1

.

T h e re fo r e ,

w e h a v e the fo llo w in g in fe r e n e e p r o e e d u r e :

M
Z
(n )

= ZM
:
(1 + 2 + ⋯ (P一 1 )+ P )+ 2M

I
(P夕+ 1
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= 2 户M
Z

(1 )+ Zp
M

; (1 )+ 2 (户一 ‘》
M

: (2 )+ ⋯ + 2‘M
l (P )+ 1 + 2‘+ ⋯ + 2‘p

一 ‘’

= PZ(户+ ‘) + 1
.

(2 )r e {1
,

2
, ,

P卜n = 1 + 2 + ⋯ + (P 一1) + P+ r.

L e t k Z一P
, th en k z = n 一 k Z一 1~ 1 + 2 + ⋯ + (P一 l )+ (r 一 l) ;

T o k
: ,

le t the n ew k : = P一 l
, th e n th e n e w k

;
= 1 + 2 + ⋯ + (P一 2 )+ (r 一 2 )

.

A e e o r din g t o t he m e tho
d. o f g e t tin g k ; ,

掩: a bo v e , e o n tin u e th e p r o e ed u r e u n til k
Z
‘P

一 (r 一 l)
,

掩z二 i + 2 + ⋯ + (P一 r一 1 )+ (P一 r )
.

F r o m n o w o n ,

w e ha v e the sim ila r e a s e

in (1 )
,

w he r e k : 访111 be s u ee e s s iv ely (P一 r 一 l )
,

⋯
,

2
,

1
.

T h e r efo re ,

w e h肠
e the fo l

-

lo w in g in fe re nc
e
Pr oc ed ur e :

- .

M
Z (n )

一 2M
2

(1 十 2 + ⋯ (P一 l) + (r 一 1) ) + ZM代P)十 1
·

~ Z
r

M
:

(l + 2 + ... + (P 一 r 一 l) + (P一r) )+ 2咐探P一 r 十 1) 十⋯ + ZI M
; (产)

+ 1 + 21 + ⋯ + 2(
f 一 l)

一 2 户(P十 r 一 l) + 1
.

一 派
-

F r o m (1 )
,

(2 )
,

w e h a v e th e fo llo w in g e o n e lu sio n :

M
Z
(n )= Z p (P + r 一 1 )+ l ;

n 一 1 + 2 + ⋯ + (P 一 l) + 沪+ 八 (P之 O ; r 任 (1
,

2
, ·“ ,

P+ 1 })
.

He re
,

所 〔瓜
一 2, 九(n 一 1 )+l 扒之 2).

·

一
- - ·

W it h th e m e th o d o f m a the m a tie a l in d u e t io n ,

w e e a n p ro v e the eo
nc 知鲜乒娜

, a

加ve
.

2. 4 T he Pr o of of th e o p ti m ai 阮Ivi n g A lg o ri th m
￡ 丫

卜

N o te M犷(, ) ~ 2 户(P + r 一 1 )+ 1 ; n = 1 + 2 + ⋯ + (P一 l )+ P+ r ,

(P之0 or 任 (1
,

2
,

⋯
,

P + 1 })
.

D u r in g t h e s o lv in g p r o e e d u re o f M
:
(n ) w ith a r e e u r r e n t m e tho d

, a s fo n g as

th e r e 15 o n e s t e p a t w h ieh k
, ,

k Z a r e d iffe r e n t w ith 2
.

3 (l ) o r (2 )
,

th e : e w ill be t he re
-

s u lt
:

从 (n )之M犷(
n )

.

T h e a lg o r ith m 15 e a lle d th e o p t im a l a lg o r ith m t o 幻Iv e the Z
, a u x il

-

ia ry
一

p illa r p r o b lem o f H a n o i to w e r ,

b y w h ie h k
; ,

k
: a r e s e le e t ed a e e o r din g td 2

.

3 (1 ) (2 )
.

T h e r e m o v in g o f k
l p la t e s h e lp in g w ith tw o a u x ilia ry p illa r s ,

奋
: pla te s h e lp in g w ith

o n e a u x ilia r y p illa r ; 5 0 th e o p t im a l a lg o r ith m d e m a n d 无
1

之k Z

之0 a t le a s t
,

(l)k
Z
任 {o

,

⋯
,

P一 1 }
:
P之1

.

Ca s e l : k :
一 P一 1 ; k

,

一 n 一跳一 1 一 1 + 2 + ⋯ + (P一 l) 十 r , r 任 丈1
,

2
, ·
”

,

户十 1}
.

(i ) r 任 {1
,

2
,

⋯
,

P }
:

岭关n ) = 2 [ 2
‘户一 ‘’((户一 1 )+ r 一 1 )+ 1〕+ 2〔2

‘户一 ”一 1〕+ 1

= 2 户(P+ r 一 1 )+ 1 = M犷(
n )

(i i) r ~ P+ 1
:
k

l
一 n 一 k

Z
一 1“ 1 + 2 + ⋯ + (P一 l) + P+ 1 ;

M
:
(

, : ) = 2 [ Z
p (P + l一 1 ) + 1〕+ 2 [ 2

‘户一 ‘’
一 1〕+ 1

= 2
户

仁P+ (P+ 1 )一 l)〕+ 1 + 2
户

~ M犷(n )+ 2 户) M犷(n )
.

C a s e Z : k Z
任 {0

,

⋯
,

P一 2 }
:
P2 2

.

1 2 6



Le t k : 一P一 t , t任 {2
,

一
,

户} ;
、

’

t旋
n k

,
一 n 一 k

Z

一 1一 1 + 2 + ⋯ + (P一 l) + (r + 卜 1 ) ; r + 卜 l e 丈2
,

⋯
,

助 }
.

(i)r + t一 1 任 {2
,

⋯
,

p }
:

从 (n ) = 2〔2
‘户一 ‘’((P一 1 )+ (r + t一 1 )一 1 + l〕+ 2仁2

‘p 一 ‘’一 iJ
I

+ i

= Zp (P+ r + t一 s )+ 2 (户一 ‘+ ‘) + l

~ 2 户(P + r 一 l) + 1+ 2户(t一 2) + 2( 户一什 ‘’> M犷(n )
.

(i i) r + t一 1任 {(P+ 1 )
,

⋯
,

ZP }
:
k

l
= n 一 k

Z
一 1 ~ 1 + 2 + 二‘+ (P一 1) + 户+ (r + t一 P

一 l) ;

从 (n) ~ 2〔2
户(p + (r 一t一户一 1 )一 l) + 1〕+ 2〔2(

p 一‘)一 1〕+ 厂
一 2户(Zr + 2t 一 4) + 2( p 一 t+ , , + 1

’

一 2 户(P+ r 一 1 )+ 1 + 2 户(r + Zt一户一3 )+ 2 ‘户
一 ‘+ ”

) 斌 (n )
.

F r o m a b o v e ,

w e h a v e
M

Z
(n )) M子(

n ) w he n k Z

三P一 1
.

(2 ) 跳e {p + 1
,

⋯
,

(, 一 l) /2 }
:
p之 0

.

C a s e l
:
k

:
~ P+ 1 ;

’

k ,
一 1 + 2 十⋯ + (P一 1 )+ (r一 2 ) ; r

任 {1
,

2
,

⋯
,

P+ 1}
.

、

(i ) r 任 {1
,

2}
,

石一 1 + 2 + ”
’

+ (P 一 2) 十 (P + 犷一3) ;
(P + 犷一 3) 任 {p 一补 p 一 l}

·

从 (n )= 2〔2
‘户一 2 , ((户一 2 )+ (户+ r一 3 )一 1 ) + 1〕+ 2〔2

‘户+ ‘, 一 1〕+ 1

= 2
‘户一 ” (ZP+ r 一 6 ) + 2

‘p + ’) + 1

= 2
户
(P + r 一 1 )+ 1 + 2

‘户一 ‘’
(4 一 r )> M犷(

n )

(i i) r 任丈3
,

⋯
,

P+ 1 }
:
(r 一 2 )任 {1

,

⋯
,

P一 1}
.

M
Z
(n ) = 2 [ 2

户(P一 l )+ (r一 2 )一 1 ) + 1〕+ 2 [ 2
‘p + ‘’

一 zj+ l

一2 户(P十 r 一 l) + 1 + 2权P + r 一 3) > M犷(n )
.

C a se Z : k Z
任 {P + 1

,

一
,

(n 一 1 ) / 2}
.

- ·

L e t k Z
= P + t

,
t任 (1

,

⋯
,

(n 一 1 )/ 2 一 P }
.

S u p p o s e th a t h l
= n 一 k

Z
一 l = 1 + 2 + ⋯

+ (q 一 l) 十 q + s > q ; q 任 {O
, ·

”
,

P一 1 } ; : 任 {1
,

⋯
,

q + 1 }
、

L e t k乏= k Z

+ l
,

k i= k
l
一 l之0 ;

t he n
M乏(

n )一M
:
(n ) = 2〔ZM圣(k i)+ 2M

I
(k二)+ 1〕一 [ ZM

:
(k

:
)+ 2M

I
(k

Z
)+ 1 ]

一 2 [对
2
(走

、
一 1 )一材

2
(掩

,
)〕+ 2 ,[材

,
(乏

2
+ z )一材

,
(乏

2
)〕

= 2‘2 + ’
一 z仁M

:
(走

,
)一材

:
(k

,
一 l ) ]

一 2k 2 + ’
一 2 [ (2

“
(q + s一 1 )+ 1 )一 2

“
(口+ (s一 l )一 1 )+ i )〕

= 2止2 + ’
一 2

“+ l

> 0
.

M
Z
(n ) w ill b e in e r e a s e d m o n o t o n o u s

ly w he o k
Z

之户+ 1
,

k Z in c r e o se s l a n d k
l
d e c r e a s -

e s l ; w e h a v e
M

Z
(

, : )> M夕(
n ) w h e n k

Z

之P + 1
.

Fr o m (1 )(2 ) a bo v e ,

w e h a v e th e fo llo w in g r e s u lt
:

M
Z
(n ) ha s th e s m a lle s t v a lu e

M犷(
n )= 2 户(P+ r 一 1 ) + 1 w h e n k :

= P ; tha t 15
,

k : = P
,

k
l
= n 一 P 一 1 15 th e o p t im a l s o lu tio n o f th e Z

一 a u x ilia r y
一

加lla r p r o ble m o f

H an oi to w er
.

H er e , n 一 1 + 2 + ⋯ + (P 一 1 )+ P+ 介 (P之 O ; r 任 {1
,

2
,

⋯
,

户+ 1 })
.
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3 T h e G e n e r幻 i沈d p ‘0 b lem of H a n 0 i T 0
we

r a n d Its o p tim a l s0 Iv in g A lg 0 -

rit h m

3
.

I T h心 G e

~ ai ize d Pro bl e m 诚 H an o i T 。叨er
卜 .

c o m p a r e w ith th e e la s s ie a l p r o ble m o f H a n o i t o w e r ,

w hie h h够 o n l梦 o n e a u x ilia ry

p illa r , th e g e n e r a liz e d p r o ble m o f H a n o i to w e r h a s tw o o r m o r e a

娜lia ry p illa r s B
, ,

⋯
,

B
.

(m 之2 ) a n d k e e p s o the r e ha r a e t e r s
.

3
.

2 T he so lv in g Al go rit h m 卜

If 二一 1
,

th e n the u n iq u e p la te n (一 z ) e a n b e r e m o v e d d ir e e tly fm m 人 to e ;

o the rw is e ,
the r e m o v in g p r o e e d u r e e a n be im p lem e n t e d thr o u g h the fo llo w i鳍 (2琳+ 1 )

s t e p s :
-

(1 )H e lp in g w ith C
,

B
Z ,

⋯
,

B
。 , r e m o v e the p la t e s l一k

,
fr o m A to B

,
.

(2 )H e lp in g w ith C
,

B
3 ,

⋯
,

B
, , r e m o v e th e p la te s (k

,
+ 1 ) ~ (k

;

+ k Z
) fr o m A to

B
:

.

(m )H e lp in g w ith C
, r e m o v e th e p la te s (k

l

+ ⋯ + k , 一 :
+ l)~ (n 一 l ) fr o m A t o 丑二

(m + z )获e tn o v e d ir e e tly th e b o t t o m p la te n fr o m A t o e
.

(m + 2 )H e lp in g w ith A
, r e m o v e (k

;

+ ⋯ + k一
,

+ 1 )~ (n 一 1 ) fr o m B , t o C
.

:
. _

(Zm )H e lp in g w ith A
,

B
3 ,

⋯
,

B
。 , r e m o v e th e p la te s (k

:

+ 1 ) ~ (k r + k。) fr o m B
: t o

C
.

(z m + i )H e lp in g w ith A
, B Z ,

⋯
,

B
, , r e m o v e th e p la t e s l一 k ,

fr o m B
l t o C

·

T h e p r o e e d u r e a bo v e e a n be d e s c r ib e d a s th e fo llo w in g p ie t u r e :
-

l~ k - 1~ k l

B I

(1 ) ; C
,
B : , ·

‘
· ,

B , A
,
B 幻 ⋯

,

方 , ; (Zm + 1 )

(k l + 1 )~ (k l
+ k Z )

八 } (2 ) ; C
,
B 3 ,

一 B ·

(k l+ 1 )~ (k l

+ k : )

一
尸甲, , 尸叶呼~户

A
,

B 3 ,

⋯玩
; (Zm )

(k : + ⋯ + k 、一 ,

十 l )~ (n 一 1 ) (k l + ⋯ + k , 一 1 )~ (, : , 1 )

(m ) ;C

方。

一
A ; (, n + 2 )

(m 十 l )

3
.

3 T h e o p t !m a l S o lv in g A lg o r ith m a n d lts A n a lyz i雌
o f Co m Ple x ity

N o te M
, .

(n ) a s th e r em o v in g tim e s o f pla t e s d u r in g the s o lv in g p r o ee d u re o f the n -
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广义 H a n oi 塔问题及其最佳求解算法研究

张光铎 王正志

(国防科技大学自动控制系
‘

长沙 4 1 00 7 3)

‘

摘 婆 本文通过研究广义 H ano i塔向题
,

揭示了其求解过程中圆盘移动的最佳次序
,

提出了相应

的最佳求解算法 ; 并通过分析其算法的复杂度
,

给出了
n
阶广义 H

咖
i塔问题的最佳通解

。
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