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节 奥 本文应用非标准分析中的 N el so n 近初等过程方法
,

褥到了与标准的连娜时冈

参数游波何题等价的近初等过程的滤波公式
,

并由此得到 了标准的连续时询参锹精
!形的键

波公式
。

类橄祠 近初等过程
,

滤波
,
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设 (n
,

闷

乡
尸 ,

尸) 为一概率空
、

间
,

定义其上的二阶矩变量全体记为 g
,

X ~

: 。丁, 为二阶矩过程
,

令饥
一 {

买
‘

jx (t ,
,

~ {奋任g
:

日泞
。

任惬珠
,

使 !}氛一钊}
: 2

~ 0}
,

任丫
,

若存在考任穿
: ,

使得 11泞一引!呈
2
= in f {

; 。) 1
-

其中 1】

}}零一刀 }}

tj 任T
,

cj 任 R
,

j一 1
,

⋯

(X (t )
,

n }
,

丫
戈

·

“
: 2

表示丫 中的均方范数
。

设才

呈
2 :

, 任熟卜 则称户为 宁关于熟
的最佳线性预测

·

护垒 “泞一引}呈
2

称为误差
。
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以下给出 Ne lso n 关于近初等过程的定义
,

关于非标准分析的一般结论可参见文
‘

〔幻
。

设 (氏
,

j犷心
,

尸
。
) 为尸通常概率空间

,

指标集 T
o

C R
,

由转移原理得 (
’

Q
。 , ’

j犷七
, ‘

P0 )

及指标集
‘

T
。 。

假定模型是多饱和的
,

故存在超有限 T
,

使得 T
。

仁T C
‘

T
。

.

定义 1 设氛是 T
。X 氏~ R 的随机过程

,

母是 T X
.

口
。

~
’

R 的随机过程
,

且V t任T
,

右 (t ) 仅取超有限个值
。

若除去一个
‘

尸
。

无穷小测度集外
,

有

艺 I$( t) 一
’

氛(t) }“ “

‘e T

则称 泞为 右
。

的一个近初等过程
。

若 泞
。

任马 (1 《P< ⋯co )
,

还可要求

茶
”“‘’一

’

‘
。
“ , ”: “ 。

此时称 奋为 奋
。

的一个 L 户
近初等过程

。

引理 1 [3] 设 氛 是 (口
。 ,

了
。 ,

尸
。
) 上以 T

。

为指标集的过程
,

则必存在它的一个近

初等过程 右
。

若 泞
。
任矶 (l ( p < co )

,

则 安还可取为 氛 的一个 L ,
近初等过程

。

注
:

对一般非随机函数 f0
:

T0 ~ R
,

亦存在一近初等函数了
:
T ~

’

R
,

使得 艺 }f (t )
t任 T

一
’

f0 (t ) 1“ 0
。

引理 2 设 f0 为 R +
上连续函数

,

泞
。
一 份

。
(t )

,
t任 R +) 为均方连续的二阶矩过程

,

专
。
~ (甲

。
(t )

,
t e R + ) 为基本正交增量过程

,

则V t任 T

工
二 f0 “ ,

,

‘
。
“ , d‘一

菩
f (‘,“‘, d‘

s〔 T

‘

f0 (s ) d
‘

,
。
(s ) 、 万 f (s )d , (s)

其中 f
:

T ~
.

R 为 f0 的近初等函数
,

泞一 (右 (t )
,

t任T )
,

夕一 切 (t )
,

t任T ) 分别为氛

与 专
。

的 L
Z

近初等过程
。

V : 任T
,

ds 表示
5 在 T 的后继元

,

d甲 (s ) 三专 (s + ds ) 一双 (: )
.

证明 因篇幅有限
,

证略
。

设 (口
。 ,

了
。 ,

P
。
) 为一通常概率空间

,

定义于其上的均方连续的二阶矩过程 X -

(X
。

(t )
,

t〔R +) 称为状态过程
,

均方连续的二阶矩过程
一

Y 一 (Y
。

(t )
, t任R +) 称为观

察过程
,

它们满足下面的状态方程与观察方程
:

dX
。
(t ) = a 。

(t )X
o
d t + b 。(t )d W

O
(t ) (1 )

dY
O
余) 一 e 。

(t )X
。
(t )d t + d

。
(t )d V

。
(t ) (2 )

其中 w
。 ,

v
。

均为基本正交增量过程
,

且不妨设 W
。

(0 ) = V 。
(o )一 o

, a 。
(t )

,

b 。 (t )
, e 。 (t )

,

d
。

(t) 并 O为 R +
上非随机的连续函数

。

假设
、

X
。
(0 ) 土 W

。 ,

X
。
(0 ) 一 V 。 ,

W
。

土 V 。
(3 )

这里、表示正交‘如
.

X
。
(。, 、W

。 ,

即 v : 任 R 一 (X
。
(。,

,

w
。
(‘,卜

。)
·

留
·
‘, 三 ‘
菩

。,
Y
。

(t , )
: n
) 飞

, e , 任 R
,
t , 任R 、 ,

t ,簇 t
,

j二 1
,

2
,

一
n }

,

乳
。
(t )三 {宁任g

:

三氛e叱
。
(t )

,

使得 11乞

一宁!}
: 2

~ 0}
.

X
。
(t )关于乳

。
(t )的最佳线性预测记为戈

。

(t )
,

滤波误差记为
。。(, )一 UX

。
。)

一戈
。

(t)
‘

IIz (注意今后为了记号简便
,

用 。。(t )表示误差
,

而不同前面类似用 ‘(t ))
,
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定理 1 设条件(1 )(2) (3) 成立
,

则存在 X
。,

Y0 的 L
:

近初等过程 X = (X (t )
, t任T )

,

Y

一 (Y (t ,
, , 。T ,

。

若记、(t , 一 ‘
荟

。y (t, ,
: n ( 一

, 。T, 。、 , ,

, 一‘
,

一
}‘其中

·
为 T 的

个数 )
,

X (t )关于乳(t )的最佳线性预测记为戈(t)
,

即戈(t ) e矶(t )
,

且V 右任乳 (t)
,

有
‘

五

}X (t)一戈(t) 】
’

簇
‘

五 }X (t)一泞1
’ 。

记
。(t )二

’

￡ !义 (t)一汤(t ) }
2 ,

则对V t任T
‘ ,

有

d “(, ) ‘
·(, )X (: )d ,

浮黯卑
(dY ‘, , 一 ‘(: ) , (, )‘, )

蚁单、 2。(t)
。
的 一 厂供J

Z

, (t) + 。: (, )

a 不 L Q 叹不 , J

其中 云十dt 表示 T 中 ,
的后继元

,
d 戈(t )二x 扮+ dt )二叉令) ,d 。(t )二。 (t + dt )一。(t )

,

用 b

表录T 中的最大元
,

洲二么协 ;
。

‘

一
证明 由引理牛知

:

对二阶矩过程 X
。

~ (X
。
(t )

,
t 任 R +)

,

Y0 = (Y
。
(t)

, t任 R +)
,

w
。

=

(W
。
(t )

,
t任R +) 方

。

二 (V
。

(约
,
t任R +)

,

分别存在其 L :
近初等过程 X = (X (t )

,
t任T )

,

Y =

(Y (t )
, t e T )

,

W 二 (W (t )
,
t任了

’

)
,

V = (V (t )
,
t任 7

’

)
,

其中指标集 T 为超有限集
,

R +
C 了

’

仁
.

R + ,

由于 W
。

是基本正交增量过程
,

V t ,

< tZ镇t 3

< t‘, t,
任R + ,

i = l
,

2
,

3
, 4 ,

故

E (W
。
(t

Z
) 一 W

。
(t

l
)) (W

。
(t

;
) 一 W

。
(t

3
)) = 0

石 }w
。
(t

Z
) 一 W

。
(t

;
) }

’
= t Z

一 t l

由转移原理
,

V t ;

< tZ镇t 3

< t’, t‘任
’

R 十 ,

i ~ 1
,

2
,

3
,

4
,

有
‘

E (
.

W
。
(tZ ) 一

‘

W
。

(t
:
)) (

‘

W
。
(t

;
) 一 W

。
(t

3
)) = 0

’

E }
.

w
。
(t

Z

) 一
‘

W
。
(t

;
) }

’
= t Z

一 t l

因 R 十
c T c

’

R 十 ,

w 为 w
。

的 L
Z

近初等过程
,

从而 V t ,

< t Z

簇 t3 < t;
,
t‘任T

,

i二 1
,

2
,

3, 4
,

有
“

E (W (t Z ) 一 W (t
l
)) (W (t

‘
) 一 W (t

3
)) 铭 0

·

E lw (t
Z
) 一 W (t

,
) l

’

“ tZ 一 t ,

不妨称 W = (W (t )
,
t e T )具有

,
基本正交增量隆

,

同理
,

V = (V (t )
, t e T )亦具有

,
基本

正 交增量性
。

由于 X
。
(o )一W

。 ,

即V t任 R + ,

E (X
。
(o ))W

。
(t ))= o

,

同上作法类似
,

通过转

移原理
,

即得V t e 了
’ ,

有
’

E (X (0 )W (t ))、 0
,

不妨称 X (0 )与 W
, 正交

。

同理
,

X (0 )与 V ,

正交
,

W 与 V ,
正交

。

由条件 (l )知
:
V t ,

< t Z ,
t , 任R 十 ,

i于 1
,

2
·

X
。
‘:

2
, 一 X

。
(!

1
, 一

工卜
。
‘才, X

。
‘! , d ! +

工)
”
。
(才, dw

。
‘, ,

从而由转移原理
,

V t l

< tZ
,
t ,
任

·

尺+ ,

i一 l
,

2
,

·

X
。
(!

2
, 一 X

。
(盆

1
, 一 (

工)
一 ‘! , X

。
‘: , d ! , +

·

‘

工{
‘。‘盆, d w

。
(! , ,

一

工{一
‘犷,

‘

X
。
‘! , d : +

工:
‘

“
。

(! )d
“

W
。
(亡,

再由引理 2
,

即得V t ,

< tZ
,
t

;

任了
’ ,

i= l
,

2
,

X (‘
2
) 一 X (亡

l
) 、 艺

11 ( , < 任
, 〔 T

故对V t 任了
’ ,

有

a (s )X (: ) d s + 艺 b (s )dw (s )

矛1
成

, < tZ
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X (t + 山 ) 一 X (t) 勺 a (t )X (t )dr + b (t )d w (t) (1 )

类似地
,

有观察方

气t+ dt ) 一 Y( t) 一
。

(t) x(

赫
d( t) dV (t)

一
(i)

以及
一

’
-

~ 一
‘ 一

⋯
-

一 ‘

x (0 )’ l w
,

x (0 )
·

工 v
,

w
·

I v
一

(3 )

其中
‘

土表示前面所言的
,
正交

。

为了简便起见
,

记 W
,

(t) 二 dw (t)
,

Vl (幻二d y (t)
,

Yl (t +

d t )二d y (t) (V t任T
‘

)
,

则由(1 )(2 ) (3 )

X (t + d t) 幻 (a (t )d t + 1 )X (t ) + b (t)W
,

(t ) (1 )
,

Y
‘
(t + d t ) 移

e (t)X (t)d t + d (t )V
,
(t ) (2 )

‘

X (0 )
‘

土 W
‘ ,

X (0 )
’

上 V
‘ ,

W
, ‘

工 V
‘

(3 )“

且 袅今~ 乳(t )
.

故戈(t )可视为 X (t )关于 盈几
口

(t) 的最佳线性预测
,

记又又王干亘万下与夕石干a万

分别为 X (t 十 d t) 与 Y (t + d t) 关于乳
,

(t) 的最佳线性预测
,

则由 (1)
‘

及「1」中定理 5. 2

(P 63 )得
:

X (t + d t) 、 (a (t )d孟 + l) 戈(t )

由(l )
’
(2 )

‘

(3 )
‘

可知
:

X
.

土 Vl

w ,(t )
‘

土 {X (0 ), ⋯X (t) }

W
‘

(t)
‘

土 {Y
‘
(0 )

,

⋯
,

Y
‘
(t ) }

V ,
(t )

’

一 {Y
‘
(o )

,

⋯
,

Y
,

、

(t) }

由此及文 [1 〕中定理 5. 1 (p 60 )可知
:

护(t )约(t) “ o
。

这样
,

由(2)
‘

及口〕中定理 5. 2( p 63 澳有
留

丫 (t + dt ) 、 ‘ (t )dt 戈(t )

定义

Z (t + d。) 二 Y ‘
(t + d t) 一 Y ‘

(t + dt )

Z (0 ) 李 Y (0 )

由文〔1」中定理 5. 1 知
,

Z (t + dt )
’

土牙与
,

(t)
,

故可归纳证得 一

(Z (t)
,

Z (s )) 铭 0 V t 井 s

9
2
(t ) ~ 袅今 (t )

这样由文〔1」中定理 5
.

3 以及一个观察值情形的结论可得

戈(t + d t ) 一 (t + d t ) + h (t + d t )Z (t + d t )

、 (a (t )d t 一 1 )戈(t ) + h (t + d t ) [y
,
(t + d t ) 一 c (t )d t戈(t )〕

其中

而

h (t + d t ) =
(X (t + d t )

,

Z (t + d t ))

(Z (t + d t )
,

Z (t 十 d t ))

(X (t + d t )
,

Z (t + d t ))

= (X (t + d t)
,

Y
‘
(t + d t ) 一 Y ‘

(t + dt ))

岛 ((a (t )d t + 1 )X (t ) + b (t )W
‘

(t )
, e (t)d t(X (t ) 一 X (t )) 十 d (t )V

‘
(t ))

七 (a (t ) d t + 1 )(c (t )d t
· 口 (t )

幻
c (t)a (t )d t
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(Z (t + d t)
,

Z (t + d t ))

‘ (c (t)d t(X (‘) 一 戈(‘)) + d (‘)V
‘

(t夕
, c (t )dt (X (‘) 一 戈(t )) + d (t)V

‘
(。)

铭 (c (t )d t)
Zd (t ) + d

Z

(t )(V ,
一

(t)
,

V
‘
(t) )

铭 d
Z
(t)d t

故

从而

h (t 十 d t) 娜
‘玉毛票奥兰2少二 ￡二奥契奥丝

a
“

Lt 少Q t a
‘
Lt少

, “ + d ‘, 、 (: “, d ‘+ ‘,“(t ,
砰号碧卑

「d y (‘, 一‘: ,“‘: ,‘:〕

即
{ 止

, 、

“‘, ) 、 a (, ) , (‘)d , +

今碧卑
〔d y (‘)一‘, ), (, )d ,〕

另外
,

因为

X (t + d t ) 一 戈(t + d t )

、 (a (t )d t + l )x (t ) + 石(t )W
‘
(t ) 一 {〔

a (t )d t + 1 )戈(t) ]

+ 人(t + d ; )〔
e (t )d t

·

〔x (t ) 一 戈(t )〕+ 己(t )v
‘
(t )〕}

、 [
a (t )d t + 1 一 h (t + d t ) e (t )d t〕(X (t)

一 X
‘
(t) ) + b (t)W

‘
(t ) 一 h (t + d t )d (t )V

‘
(t)

则有

故

d (t + d t )

二 (X (t + d t) 一 戈(t + d t )
,

X (t + d t ) 一 戈(t + d t ))

、 〔
a (t )d t + l 一 h (t + d t )e (t )d t ]

Za (t ) + b Z
(t )d t + h Z

(t + d t )d
Z
(t )d t

幻
a (t ) + Za (t )d t口(t ) 一 Zh (t + d t )c (t )d t + b Z(t )d t + h Z

(t + d t )d
Z
(t )d r

d叮(t )

d t

a (t + d t ) 一 a (t)

d t

、 Za (t ) a (t ) + 〔h
Z
(t + d t)J

Z
(t ) 一 Zh (t + d t )c (t )。(t )〕+ b ,

(t )

、 z。 (, )。(, ) + }「毕毛黔之飞
、2 (, ) 一 : 赵毛〕孚典孕

。 (, )。 (才)
)+

。2 (犷)

叹L a
一 、‘户 J

·

a
一
气f 少 J

Za (t )。(t) 一 [黯」
’·’‘! , + ”

’
“’

作为定理 1 的一个推论
,

可得到连续时间参数情形的 K al m an 滤波公式
。

定理 2 设条件 (1 )(2 )(3 )成立
,

则
,

。
, 、 , 、

。
, 、 , .

J 。
(t )c 。(t )

, , 、 , , 、 , 、

。
, 、 , 、

Q 人 。灭t ) = 召 。戈t )人 0 Lt )Q t 十 一-
一

万丁万丁 , 一 又Q l o Lt ) 一 ‘o 又t )人 心 Lt )Q t )
a 石火t 少

一
。
(, ) 一 2 · 。

(, )·
。
(,

卜 [珊〕
2 ·; (, ) + , : (, )

证明 V t‘R 十 ,

戈
。
(t )为 X

。
(t )关于笔

。
(t )的最佳线性预测

,

即戈
。
(t )任乳

。
(t)

,

且

V 子任笔
。

(t )
,

有
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E lx
。(t) 一 戈

。

(t) }
’
《 E }X

。(t) 一 右!
’

而由乳
。
(t )的定义

,

v 泞任矶
。

(t ), 存在 之(t ) ~
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