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巨型机中软硬结合的函数计算方案
’

张民选

(国防科学技术大学计算机系 长沙 4 10 0 7 3)

摘 要 本文分别讨论 了巨型机中计算 刃二
、

y 八厂丁
、
。伙 log al

、

尹 等函数的算法设计

及其误差分析
。
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在流水线 向量 巨型机中
,

采用软硬结合
、

线性流水
、

向量链接的方法
,

实现刃x
、

y / 了万
、 。工 、

lo gt, 二
、

厂 的计算
,

获得了高速度
、

高精度及高性价 比的效果
。

本文着重讨

论这些函数的算法设计与误差分析
。

为讨论方便
,

设浮点源操作数 二 的阶码为 p
、

尾数为 A (4 8 位 )
,

形式为 x ~ 2 尸
·

A -

2 尸
·

0
.

l a : a 3

⋯a ; 8 ,

其 中
a
为 。或 1

。

从源操作数 x 中截去尾数低 36 位
,

并固定尾数第 12

位为 1
,

则得 二。 。

设 x 。

的尾数为 A 。

则 x 。
一了

·

儿
,

一了
·

0
.

1由 a 3 二 ,a
1 1 1

。

l y / x 的算法设计和精度分析

L I 倒数近似值指令

求 二 的倒数近似值
,

采用的计算公式为

x 9 9 6 年 1 月 6 日收稿
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1/ 二 一 2 一 ” ·

1 / A 、 2 一尸 ·

(H
。

+ T (A
。
一 A ))

式 中 H
。
= 1 / 2 (1 / A 。

+ (1 / A
。
一 2

一 ‘3
) )(1 一 2 一 ’6

/ A
。
))

,

(1 )

{1 / (A
。
(A

,j
’

一长
{1 / (A

。
(A

。
一 2

一 ‘,
))

,

当 (A
O
一A )> 0 时

。
+ 2 一 ’2

))
,

当 (八
。
一八 )镇。时

。

在硬件实现 中
,

截取 T 的 2 一 ’3

位以上的高位参加运算
,

乘法器只设 2 一 ‘

一 2 一 3 ‘

位的硬

件
,

则计算公式变为

1 / x 一 2
一 “ ·

H
,

·

一 2 一 p ·

「H
。
+ T

’

(A
。 一 A )〕

’

(2 )

式中 7 ” = 了
’

一 2
一 ‘3
沙

: ,

}占
,

}< ] ;

「H
。
+ T

‘

(A
。
一 A )〕

’

一 [H
。
+ T

“

(A
。
一 A )〕一 2

一 3 ‘
a

: ,

!占
2

}< 1 1
。

用 H 厂作为 1/ A 的近似值
,

相对误差
。(A )为

。(A ) 一 }1 一 A
·

H 厂}一 }1 一 A (H
。
斗
一

T (A
。
一 A )) 斗

一

2 ’3
a

,
A (A

。
一 A ) + 2 一 3 ‘

姚A !

= }
: 1

+ : :

+ : 。

}
.

(3 )

其中
。,
一 1一 A (H

。

+ T (A 。
一A ))

,

为公式固有误差
,

。2
一 2 一 ‘3

a
lA (几 一 A )

,

为 T 截断引进的误差
,

。。~ 2 一 3 ‘
a

ZA
,

为乘法运算截断误差
。

当 IA
。
一 A }镇 2 一 ”

时
,

有 l。
1

1< 2 一 2 5 ,

}。
2

+ 。3

}< 2 2 5

+ 2
一 2 ‘ 。

在乘法器硬件设计中
,

控制
: ,

与 (。
2
斗
一 : 3

)的符号
,

使得公式误差与截断误差相互抵

消
,

使求出的半精 度倒数近似值具有 24 位精度
,

有
。(A )< (2

一 2 5
+ 2 一 2 ‘

)
。

1
.

2 倒数迭代指令

源操作数 x
、

h 均为规格化浮点数
,

且 x
、

h 互为近似倒 数
,

求倒数迭代因子 (2 一 x
·

h )
,

硬件实现的公式为

C = (2 一 2 一 ‘8
) 一 (艾

·

h 一 2 一 ‘8
) (4 )

指令实现 中
,

x
·

h 采用截断乘的舍入方案
,

计算结果具有 48 位精度
,

记 C
‘

为 C 的

计算结果
,

则有 C
’

一C + 公
‘“占

,

0镇占< 1
。

1
.

3 除法序列和精度

在 巨型机中
,

求 f 一y / x 的指令序列
,

有两种类型
。

¹ 先求半精度滴
,

再求全精度商
‘

z ,
一 (/ H ) x

,

半精度倒数
;

H
I ~ Z , (

‘ F ) Y
,

半精度商
;

C 一 Z , (
‘

I) X
,

迭代因子
;

万
2 = 万

, (
’

尺 ) e
,

全精度商
。

º先求全精度倒数
,

再求全精度商

2 1
一 (/ H ) x

,

半精度倒数
;

C 一2 1 (
‘

I) X
,

迭代因子
;

Z :
一 2 1 (

‘ F )C
,

全精度倒数
;

H Z
一 2 2 (

‘ R )Y
,

全精度商
。

为了使计算结果不出现 x / 二半 l 的情况
,

设计中已保证一 2 一 ‘8 < (1 一二 /劝 < 2一 ‘, 。
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2 , /
存的算法设计和精度分析

2. 1 平方根倒数指令

求函数 了(二 )一 l/ 了丁
一

的近似值
,

_ 〔艺
f( 对 一 l/ 丫压万~ 代

-

LZ一

采用如下计算公式

P/2
·

l/ 甲仃工
一 ,

p 为偶数
,

二 一

才
‘/
江

, _ _

尸

{ / 2 / 丫A
,

喇厂百
一

/ 了月
,

p 为奇数
。

为偶数
,

P 为奇数

{H
。
+ T (A

。
一 A )

,

p 为偶数
,

H 、 月
,
一 成 _ _

t( 了 Z H
。
) + ( 了 2 ,1’ )

·

(A
。
一 A )

,

I’ 为奇数
。

(5 )

式中 H
。
一 1 / 2 (1 /

截
一

}
一

1 /丫
A 。
一 : 1 3 一 : 一 3 .

:
·

2 , :
(1 /
办

。

几不
一 : /

戎
)

,

(A
。
一 A )> 。;

2 1 2
(1 /

截
一 l /丫

, 。
+ 2 一 1 2

)
,

(, 。
一 , )簇 。

。

Z

;
、!|
、

一一了

硬件实现时
.

rI’ 截取 2
一 ‘3

位以上的高位
,

。舍 1 入后参加运算
,

运算器只设 2 一 ’

一2 一 3 ‘

位的硬件
,

则计算公式为

f「H
。

+ T
’

(A
。

一 A )飞
‘ , \ P 为偶数

,

H 广一 代 (6 )

比(了 Z H
。
) + (了 2 了

’

)
‘

(A
。
一 A )」

‘ ,

P 为奇数
。

此处 ,1
’ ‘

= ,1
’

一 2 一 “
·

占
, ,

}占
,

}< l ;

了百
·

7
1 ,

= 杯百7
1

一 2 一 ’‘ ·

a
, ,

}占
,

}< 1 ;

H 犷一 H
l
一 2 一 3 , ·

aZ
,

l占
2

1< 1 1
。

用 H 扩作为 l/ 了万的近似值
,

相对误差
。(A )为

。(A )= 11一/ 万
·

月犷l

= 11一Z 月
·

[刀
。
+ 7

’ ·

(八
。
一八 ) ] + 2 一 “ ·

占, ·

丫骊万
·

(八
。
一八 ) + 2 一 3 ‘ ·

占
2 ·

了万 I

= }。
,
+ 。2

+ 。。 }
。

(7 )

式中 。,

为公式误差
,

}。
,

}簇 2 一 2 6 ;

。 :

为 T 截断引进的误差
,

}
。:

!< 2 一 2 6 ;

: 。为运算器截断引进 的误差
,

1。
。

}< 2 一 2 6 。

硬件实现时
,

通过对 占
, 、

a
:

符号的控制
,

使公式误差与截断误差相抵消
,

求出的半精度

平方根倒数近似值达到了 25 位精度
,

即有
: (A )< 2 一 ’5 。

当 P 为奇数时
,

也有同样结论
。

2. 2 平方根倒数迭代指令

源操作数 二 和 h 均为规格化数
,

且 x
、

h 互为近似倒数
。

平方根倒数迭代因子 C -

(3 一 二
·

h ) / 2
。

硬件实现的公式为
:

C 一 仁(3 一 2 一 ‘8 ,
一 (二

·

h 一 2 一 ‘8
)」/ 2

。 、

(8 )

指令实现 中
,

采用与舍入乘指令相同的补偿
、

舍入方案
,

计算结果 C
‘

与 C 的关系为

C
‘

= C + (2
一 ‘g

+ 2 一 5 2
)占

,

}占}镇 1
。
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2
.

3 了又
一 、

1/ 了丁
、

刃 丫又的指令序列和精度

求
产

厂牙只需 四条指令便可实现
。

其指令序列为

z ,
一 (/ Q )x

,

半精度平方根倒数
;

H
l
~ 2 1

(
‘

R )X
,

半精度平方根
;

C ~ 2 1
(

‘

Q )H
l ,

迭代因子
;

H
Z
一 c (

‘

R )H
l ,

全精度平方根
。

若将第四条指令中的 H
,

用 z ;

代替
,

则求得 l/
尸

了三{的结果
。

再用 y 乘 1/ 丫丁
,

则得

y / 了王的结果
。

户

厂万结果 的相对误差
。
(x )为

。(x ) = }1 一 (1 / 厂牙) {(x z ,
+ a

l
) z {[一/ 2 (3 一 z ,

(z
, ·

x + 占
1
) + 占

2

〕
一

+ 占
3

} .

= }。
1
(x ) 一 [ (3 一 Zx z : ) / (2

·

了
.

子 ) ]占
,
一

巧

厂1 2 1占。 一 1 /
勺

弓
一

a 3

} (9 )

式中
。 ,

(x )为迭代公式误差
,

o镇 : ,
(二 )< 3 / 2

· 。}(x )

已知 }
E 。 (二 ) !< 公

’5 ; 则 。钱。 ,
(二 )< 才

5 。
十2 一 3 ,

占
,

为第二条指令的计算误差
,

}占
,

}< 2
一 ‘9

+ 2 5。 ;

占2

为迭代 因子的计算误差
,

}占
:

}< 2 一 ‘9
+ 2 一 5 , ;

占。为第四条指令的计算误差
,

}占
。

}< 才
‘9 二一

2 5。 ;

从而可知
, 。

(x )< 2 一 ‘G ,

即平方根结果具有 46 位精度
。

容易推得平方根倒数结果也具有

46 位精度
。

当源操作数为
“ o ” 时

,

无需特殊处理就可获得正确结果
。

3 ax
、

log ax
、

丫 的算法设计与精度分析

3
·

1 Z A

指令

源操作数 A 为 64 位的定点数补码
,

最低 16 位为小数
,

高 48 位为整数
,

当整数大于

一 2 “时
,

结果送全
“O” ,

当整数大于 (21
3
一 2 )时

,

产生浮点错条件
。

设 A = a o a la Z

⋯a 4 7 · a 4 8

⋯a 6 。 ,

则

ZA
= Z

a oa 、“ 2
‘
’

一

“ 4 ? ’ 口 ; 8
‘

~ “ 6 3

一 2 ”
·

(2从
·

2
二1

a 。a 。a 3 3 a 3 ;

⋯ a 4 : ,

P镇 2 ’3
一 2 ;

1 1 0 0 ⋯ 0
,

I)

> 2 , 3
一 2 ;

(1 0 )

式 中 P -

Y 。
= 2

“、
= 2 0

’ “ ‘: “ ; 9
’

一“ : 5 ;

Y z
= 2 ” = 2 。

‘ “ 5。· ; 7· 。3
·

Z R ,

2 月 的截断误差 创 A )为
:

沙(A ) = }2
月
一 2 尸 [ (Y

。
斗

一

2 一 ‘g
占

l
) (Y

,
+ 2

一 峨9
占

2
) + 2 一 ‘9

占
3

〕}

= } 一 Z p
(2 一 ‘9

占
IY ,

+ 2 一 ‘9 占: Y 。 一

卜 2
一 ‘9
占

3
) } (1 1 )

已 知
,

l占
,

i镇 1
,

{占
:

l簇 1
,

l占
3

1< 1
,

从而有
:
占(A )< }一 Z p

(2 一 ‘8

+ 2 一 ‘9
) l

。

则 2 ,

的计算结

果具有 47 位精度
。

3
.

2 一0 9 : x 指令

源操作数 x 为规格化 的浮点数
,

实际用于计算的操作数 二
‘

为 2’’
·

。
.

la
2 a 3

⋯a , , ,

采用

如下公式计算
:

1 18



lo g Zx
‘ J

p + ‘og
: 0

·

‘“ 2“ 3

⋯ “1 1 ,

p 为正偶数或小于等于 O ,

{(尸 一 1 ) + 10 9 : 1
.

a : a ,

⋯ a , , ,

了)

共
1

正奇数
:

一 P
‘

+ Y 。 (1 2 )

式中 p
’ :

为源操作数阶码值或阶码值减 1 后化成的规格化浮点数
;

Y 。 :

为 10 9 2 。
。

la
Za 3
⋯ a , 1

或为 10 9 2 1
.

a Za 3

⋯a l l ,

是规格化的浮点数
。

该指令在浮加部件执行
,

Y0 查表得到
,

P
‘

用硬件实现
。

计算结果具有 48 位精度
,

即

}fo g Zx
‘

一 (p
‘

斗
一

丫 )l 毛 2
一 ‘8 。

为适应计算 二 全精度对数算法的需要
,

当 1一 2 一 ‘2

< x < 1 + 2 一 “
时

,

将 log
Zx 指令的

计算结果强置 为全
“ 0 ” 。

3
.

3 指数 矿 的算法与精度

求函数
e 认 1宁

、

公 的值
,

统称为求 矿 的值
,

采用的计算公式是
a ·

= 2
二 ·

10 9 : “

一 2 2 一 ’‘:二 : ‘“‘·‘2“ 1
取整数

·

2
2 一 ’6 ‘二2 ’6 ,。“ 2‘ ’

取小数 (1 3 )

其计算步骤为

¹
s = x · 2’6lo g Z a ;

º N 一F l又( 、)
,

取整数部分
;

» y ,
一 22一 I c “ ,

用 2” 指 令计算
;

¹
; 。一F L T (N )

,

化成浮点 ;

½ t一 , 一 、。 ,

取小数部分 ;

¾ y Z
一 2’一

’ 6子

~ c 。一
“c I t 一

卜认护 ;

¿ 丫 一 y ly : 。

计算结果的相对误差
。(

、

幻

。( x ) 一 {1/ a
·

仁
a 一 ( 2“

一 ’。N ( 1 一 。: ) 、
_

L 一 。3 ) 2“一
’
“一 1 才“。‘: “ )〕i

一 11 + 2一 ‘1 之 ,·‘ : “ ·

( 。 2 + 。3 一 “: ‘ :
一 1) ]

~ 一1 月一 ( 1 斗
一

。, ) ( : : 一

十 ￡3 一 。2 0 3
一 l ) 1

一 }。: + : 、 一 。, } ( 14 )

式中 ( 1+ 。, ) 一2- 城
2·

。, :

为第一步乘法引进的相对误差
;

。2 :
为 2 ,

指令引进 的相对误差
, 。2 < 2

一
‘, ;

。3 :

为多项式计算引进的相对误差
, 。3< 2 ‘“ 。

可知 2’ 、 20 “ 、 e ’

的计算结果具有 46 位精度
,

即
。(x ) < 2一 ‘6 。

3. 4 对数 log ax 的算法与精度

利用换底公式ln 二一10 9 2 : ·

】; , 2
,

19 犷 = l( ) g : 劣
·

19 2
。

( 15、

可以在计算 10 9 2二 的基础上
,

容易求得 】n 二
,

馆二 计算 10 9 斌 的公式为

10 9 2二 一 10 9 : 二
’

+ 10 9 2 [ ( l 丰 t
’

,厂( l 一 t )」
; ( 16 )

t 一 (二 一 x ‘

) / (二
一

善
一

二 ‘

)

1 19



对数的计算步骤 为

¹ y , = 10 9 : 二
‘ ;

º , 一

沙
一
于

‘

仁、沈一 1
。

) / ( 二 + 二
’

)
,

, , 、

笋O ;

O ) / (二+ 1
.

0 )
,

.

v ; = O ;

» 夕 2 = e , t+ C 3t , ;

¹ lo g Zx = 夕:
+ 少2 ;

½ In x = 10 9 : 二
·

In Z ; lg x = 10 9 2二
·

19 2 ;

lo ga 二 计算结果的相对误差
。“

(劝为
:

凡 ( x ) = l( 10 9 二 一 10 9 : 二 ( z + : 2 (二 ) ) ( 一+ 氏 ) 10 9
。2 ) / 10 9

汗
二 }

一 }气 一 。1 ·

10 9 2二
‘

/ 10 9 2二
[ 1 + t ) , ,

}
E Z
” 0 9 帅二万 !/

‘O g Z x
⋯ ( 17 )

式中 。 , :
为 lo g Z x 指令的相对误差

,

}。 , l< 2一 ‘8

。: :

为多项式计算结果的相对误差
,

氏
:

为 fo g
。2 常数的相对误差

,

!民 }< 2

}。: }< 公
‘“+ 2 ‘9

4 9

可知 10 9 : x 、

In 二
、

19 二 的计算结果
,

具有 46 位精度
,

即 ‘ ( x ) < 2 一“ , a = 2 , e ,

10
。

3
.

5 幂函数 xy 的算法与精度

幂 函数 尸
,

在 x > 0 时
,

有 犷一 2夕
‘

’雌
2 “

用 lo g Z x 和 2
’

的计算方法组合起来计算幂函数
,

其计算结果的相对误差为

: (二 ) = }1 一 2一 ’“’9 2 ’ ·

( 1 + 。2 ) 2, ‘, O “2 · ‘’十 ‘1” ) }

= }1 一 2。 : y ,‘’9 2 ’ ( 1 + 。: ) 1 ( 18 )

其中 自 为计算 lo g Z x 的相对误差
,

I。
,

1< 2一 ‘G ;

。: 为计算 罗 的相对误差
,

}。: }< 2 一 ‘6 ;

当 }y
·

10 9 2二 }镇1 时
,

尹 的计算结果具有 44 位精度
,

当有

2”一 ‘ < }夕
·

10 9 2二 !镇 2” , n = 2 , 3 ,

⋯
, 1 3 。

则有 : (x ) < 2 一 “5 一 ”’ ,

可知在最坏情况下
,

幂函数的计算结果至少有 32 位精度
。
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