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摘 要 首先提出一组基函数向量
,

它具有以下特定的性质
:
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进而研究了以此函数向量的张量积形式定义的有理样条曲面
,

并得 以下结论
:

(l) 插值性
;

(2) C ,

连续性
;
(3 ) 局部性和可调性

。

文中还分析了
“

权
”

的作用
,

并指出它与三次 B
一

样条

的类似性
。
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参数 曲线曲面方法是 C A G D 研究的主题之一
,

通常采用的方法包括 B之zi e r 方法
、

B

一 样条 方法
、

B et a
样方 法

、

C oo
n s
方法 以及 已逐渐 成为 标准 的非均 匀有理 B 一样条

(N U R B S ) 方法
。

对这些方法
,

理论上已经有深入的研究和探讨仁‘一 7」
,

并且得到了充分的

应用
。

然而
,

在 自由曲线 曲面设计中一直存在着一对矛盾
:

连续性和插值性
。

最普遍采

用的 B e : ie r
方法和 B一样条方法各具特点

,

Be
z ie r

方法具有插值性而光滑拼接条件苛刻
,

B一样条方法光滑性好而插值困难
,

N U R B S 方法具有许多优点
,

但其插值方法仍是一个

有待研究的问题
。

基于上述观点
,

方速川等曾分析 B 一样条光滑性的本质
,

利用 B e z ie r
方

法的插值性
,

构造了一种 C
,

五次参数插值样条 曲线曲面
,

它们具有局部性和形状可调性
,

并且曲线具有保形性 (为了便于叙述
,

暂称之为 B B 样条插值曲线曲面 )
,

从而实现 了光

滑性和插值性的统一
。

本文引入有理插值样条曲线曲面
,

以插值点的权代替形状调整参数
,

尽管失去了几

何直观性
,

却具有确定的形状调整功能
,

并且避免了 BB 样条 曲线 曲面形状调整参数的不

足 (曲线 曲面参数有一定的相关性 )
。

有理 BB 样条曲线曲面有着与三次有理 B一样条曲

线 曲面相似 的性质
:
C

Z

连续的
,

局部的
,

可调的
。 \

参数取 1
.

0 时的 B B 样条基函数

为了能够使定义的曲线曲面形状可调
,

本文引入了形状参数
。

现在把此种参数的功

能转给有理样条的
“

权
” ,

而把可调参数取为 1
.

0
,

得到基 函数
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B B (t )具有和 1 性
,

其 4 个 多项

式 函数 (在 [O
,

l] 上 )并非恒正
,

然而

由于具有 良好的特性
,

所以并不影响

应用
,

图 1 为它们的函数图像
。

很 容易验 证 B B 样 条 的 基 函 数

B B (t )满足

口团 困 口
图 1 参数为 ] 的 B B 样条基函数
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2 有理 B B 样条曲线

给出控制点 p 。 、

P l 、

P Z 、

P 3

及其相应各点的权 。。、
。: 、

。2 、
。。 ,

定 义如下 R p (t ) 函

数
:
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R P (t )
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(O 簇 t 戒 l )

为五次有理 BB 样条 曲线段
。

对于点列 (p
;

)犷
’

及其相应的权 (。
、
)犷

’ ,

五次有理 B B 样条曲线由 !: 列曲线段组成
:

乙
。 + , p 一 , B B ,

(才)
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容易验证 R P (t ) 有以下性质
:

(l) 插值性
;

(2 ) C Z

连续性
;

(3) 可调性和局部性
。

如果我们将有理 BB 样条 曲线

曲面视为仿射坐标 系下的 B B 样条

插值曲线曲面
,

即关于点列 (( 二 p
,

。‘
))犷

’

的 B B 样条插值曲线 曲面
,

利用 BB 样条的性质则可非常合理

地得到上述结果
。

由于 曲线可以视

为曲面的特例
,

所以将之放在曲面

部分证明
。

权 。
,

对图形的影响见图 2
。

图

3 界示了右理 B B 样条的应用结果
。
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图 2 有理 B 刀 样条曲线段

件 价
3 有理 B B 样条曲面
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.
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定义

〔a ) B B 样条曲线
;

〔b ) 田 ~ 0
,

6 有理 B B 样条曲线

图 3 有理 B B 样条曲线
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为有理 BB 样条曲面片
,

对拓扑网格 (p
.

,
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, n 十 1 ; j一 。
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双五次有理 B B 样条曲线由下列曲面片组成
:
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,

1
,

⋯
, n 一 2 :

我们可以将之写为矩阵形式
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1
,

⋯
, , n 一 2 )
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R P
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其中
,

R p p 切
, 。

是 4 阶方阵 (二
; ,
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一 2
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W
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这里将证明曲

面具有以下性质
:

(1 ) 插值性
;

(2 ) C
z

连续性
;

(3) 可调性和局部性
。

证明 (l ) 插值性
,

由 B B (u) 的端点性质
,

容易验证
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, v )与相邻的两 片 B B 样条 曲面的形式相同
,

G
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因为尺尸
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,

,
(u

, v )是 F ,
(:‘

, v )
,

G
,
(u

, v )的商
,

R P 涟
,

l+ ,
(u

, v )是 F I + ,
(u

, v )
,

G
, + ,

(u
, v )的商

,

则 R p *
,

,

(u
,

1) 和 R P *
,

l+ ,

(u
,

0) 在 v
方向 C

,

连接
。

同理可以证明有理曲面在
u
向是 c

Z

的
。

(3 ) 有理 BB 样条曲面是由若干曲面片组成的
,

而每个 曲面片只与相邻的 1 6 点相关
,

因此它是局部的
;
我们可以通过权调整其形状

。

证毕
。

4 有理 B B 样条的应用

由前面几节的说明可知
,

有理 B B 样条有着 良好的性质
,

并且通过每点的
“

权
”

来控
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制曲线曲面的形状
,

但是它也有不足之处
,

以下对此进行讨论
。

一个显而 易见的遗憾是
: BB 样条基函数不是恒正的

,

这就可能导致在计算曲
{
线曲面

时的数值不稳定
,

甚至出现奇异点
—

有理函数的分母为零
。

然而
,

分析四个基的 B 执

(t )函数曲线
,

我们高兴地发现
:
(1 ) B B I

(t )和 B B
:
(t )恒正

,

B B 。
(t )和 B B 3

(t )恒负
; (2 )

(五方
,
(t )+ 五方

:
(t ))的绝对值远大于 B B 。

(t )+ B B
3
(t )的绝对值

。

那么
,

不难得到这样一个

并不苛刻却能满足应用的条件
:

各相邻控制点的权的差别满足
,

即

了 田 田二
,

)
_ _

. ‘ 。 r J . , 沪 . 2

I ll a x l

—
一

—
} ‘、 八

气 自」
‘

土
,

〔口 : ]
飞 . 石 1 . 产

这里
,

犬 = 2 / 丁
。

设 断 (i = o
,

一
,

2
,

3 )满足上述条件
,

则可令 。= m in (。
, ,
。2
)

,

有 。。

成。和

。3

镇。
。

现在分析

s 一 习、B B 、
(t )

·

由于
,

在仁0
,

1〕上
,

l 镇
a b s (B B ,

(t ) + B B
Z
(t )) 镇 9 / 8

0 镇
a b s (B B 。

(t ) + B B 3
(t )) 钱 l / 8

那么

S ) 。 }B B
I
(t ) + B B Z

(t ) ! 一 8。 }B B I
(t ) + B B Z

(t ) } > 。 一 8。
·

1 / 8 = o

由此说明
,

只要相邻两个控制点的
“

权
”

相差不超过 8 倍
,

就可得到非奇异的有理

B B 样条 曲线
,

曲面的情形类似
。

另一个有待研究的问题是有理 B B 样条可否表示精确圆锥曲线
,

对此还无定论
。

参 考 文 献

1 B o h m W
.

A S u r v e y o f C u r v e a n d S u r fa e e
M

e th o d s i: 1 C A G D
.

C o m Pu te r A id e d G e o m e t r ie a l D e s ig n ,

1 9 8 4
,

1 (1 )
:

l一 6 0

2 C o o n s S A
.

S u r fa e e fo r C o m p u te r 一a id e d D e sig n o f S p a e e F ig u r e
.

M
e e h

.

E n g
.

D e p a r t
.

M IT
,

1 9 6 4

3 B a r n h ill R E
.

A S u tv e y o f t he R e p r e s e n t a tio n a n d D e s ig n o f S u r fa e e
.

IE E E C G 邑 A
,

1 9 8 3
,

(1 0 ) :

9 ~ 1 6

4 Pie g le L
.

O n N U R B S
:

A S u r v e y
.

IE E E
,

C G 邑 A
,

1 9 9 1
,

(l )

5 B a r s k y B A
,

G r e e n be r g D P
.

D e te rm in in g a s e t o f B
一

s p lin e C o n t r o 1 V e r t iee s t o G e n e r a te a n In t e r p o -

la t in g S u r fa ee
.

C o m p u te r G r a ph ie s a n d Im a g e Pr o e e s s in g
·

1 9 8 0
,

1 4
:

2 0 3~ 2 2 6

6 W
e rlh u i D

,

F r a n e is JM
.

O n th e G 1 eo n tin u ity o f Pie e e w is e B e z ie r S u r fa e e s :

A R e v ie w w ith N e w R e -

s 、1lts
.

C o m p t e r A id e d D e s ig n ,

1 9 9 0
,

2 2 (9 )

7 Fa n g K u i
.

B ie u b ie ln te r p o la tin g S I〕lin e s u rfa e e s
.

I Oth IS I) E / IF A C in t e r
.

e o n f
.

o n C A D 7 C A M
,

R o b o tie s a n d Fa e t o r ie s o f th e F u t u r e C a r s ,

(二A N A D A
.

1 9 9 4

8 F a n g K u i
,

Z h u G u o q ir 1g
.

C 2 B iq u in tie In t e r p o la t io 11 S p li n e C u r v e a n d S u r fa e e ,

T h e 4 t h in te r n a t io n a l

C o n fe r e n e e o n C A D / CG
,

W
、z ha n ,

1 9 9 5

(责任编辑 卢天贝兄)

5I


