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一种用浮点除实现整除的方法
‘

龚雪春 孙衍吉 陈旭华

(国防科技大学计算机系 长沙 41 0 0 7 3)

摘 要 本文提出一种用浮点除法来实现整数除法的方法
。

对这种方法可能带来的误

差进行估计并给出了商的修正方法
。

最后研究一个实例并对该方法进行了评价
。
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V LS I技术不断发展
,

如何充分挖掘所选 V L SI 芯片的潜力以减少硬件复杂性
、

增加

可靠性和降低成本
,

是计算机设计中的新课题
。

作者在设计一 台计算机的 CPU 时采用了 BI T 公司的 B 31 1 0 A / B 3 120 A A L U 芯 片

组
。

该芯片组具有二百多种指令
。

能进行 64
‘

位逻辑运算
,

32 位整数加
、

减
、

乘运算
,

64 位

整数加
、

减运算
,

单精度 (32 位 )/ 双精度 (6 4 位 )IE E E / D E C 浮点加
、

减
、

乘
、

除
、

开方运算
,

以及数据格式转换
、

比较
、

移位等许多其它类型的运算
。

B 3 1 10 A 专门进行乘
、

除
、

开方的

运算
,

B 3 1 20 A 则完成加
、

减
、

逻辑等所有其余的运算
。

尽管 B 31 loA / B 3 12 oA 的指令系统已十分庞大
,

但它仍无 32 位整除
,

64 位整乘
、

除

等指令
。

而这些指令又恰是 目标机指令系统所要求的
。

为了不增加硬件
,

作者采用了一个
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具有 1k 又 72 位控存的微程序控制器
。

目标机指令系统中的绝大部分指令都靠 B 3 1 10 A /

B 3 1 2 oA 的相应指令来完成
,

余下的指令则要靠适当的算法和微程序来实现
。

如 6 4 位整乘可以靠分解成 4 个 32 位数相乘
、

移位
、

相加并判溢出来完成
‘ 32 位整除

则首先变成双精度浮点除
,

然后将浮点商转换为 32 位整数
。

这些指令实现起来算法相对

简单
,

故不多叙
,

本文主要讨论 64 位整除的算法及其实现
。

1 用浮点除实现整除的方法

L l 基本思想

设有计算机系统
,

其整数有 8 位 (字节 )
、

16 位 (半字 )
、

32 位 (字 )
、

64 位 (长字 )四种数

据格式
,

浮点有单精度 IE E E 和双精度 IE E E 两种数据格式 (对 于 D EC 浮点格式本算法

也完全适应 )
。

又设有 64 位整数 X 和 Y
,

今要求 64 位整数商 Q 一 X / y 一R / Y
,

其中 R 为

余数
。

算法的基本设想如下
:

第一步
,

将 X 转换为双精度 IE E E 浮点数 X , ,

Y 转换为双精度 IE E E 浮点数 Y , ;

第二步
,

求浮点商 Q了一X 川Y , 一R , /姚
,

R ,
为浮点除时的余数

;

第三步
,

将 Q 了
转换为 64 位整数 Q

‘ 。

L Z 误差分析

若 Q’ 一Q 则问题便解决了
,

但 由于计算机表示中
,

64 位整数数据和 64 位浮点数据

在精度及数据范围两方面存在差异
,

因此 Q’和 Q 不能简单地等同
。

6 4 位整数和 IE E E 浮点数在计算机中的表示分别如图 1 (a )和 (b) 所示
。

6 3 6 2 ] 0

卜卜} 1
d

l

卜1
6 3 6 2 5 2 5 1 0

曰⋯ }
二 f

. _

二

!
(a ) 6 4 位整数

(b) 64 位 IE E E 浮点数

图 l

图中
,
为符号位

,

占 1 位
; 尸
为阶码

,

占 11 位 ; f 为尾数
,

占 5 2 位
。

整数所能表示的范围

为〔一 2“
,

2 “一 1〕
,

但其有效 数据位为 63 位
,

浮点数 的数据范围比整数大
,

但其有效数

据位数只有 52 位 了
。

考虑到大部分浮点运算硬件都有一位附加位参与运算 (B 3 lloA /

B 3 12 0A 就是如此 )
,

有效数据位数也只有 53 位
,

比整数据少了 10 个有效数据位
。

这样
,

在 X 转换为 X , ,

Y 转换为 Y 了时存在丢失有效数据位的可能性
,

并且最多丢掉 10 位
。

所

以 1
.

1 中的基本方法要产生误差 E
, ,

即 Q 一Q
,
+ E , 。

为了估计 E ,

大小
,

设运算过程中所有舍入方式为截断舍 入
,

即向 0 方 向舍入 (这种

假定不 会带 来问题
。

一方 面
,

计算机整 除按截尾方式进行
,

另一方 面
,

像 B 3 llOA /

B 31 2oA 等 A LU 芯 片有改变舍入方式指令
,

4 种舍 入方式即向最接近数舍入
、

向 + 二方

向舍入
、

向一。方向舍入和向 0 方向舍入可以通过指令 随意设置并更改 )
,

X
,

Y 均按绝

对值情况讨论且假定除数 Y共0
。

则有 X 一X 了+ 瓦
,

Y一 Y , + E
,

其中瓦
,

E
,

分别为整数

X 转换为浮点 X 厂和整数 Y 转换为浮点数 Y , 时的截断误 差
。

下面分四种情况予以讨论
。

1
·

2
·

I X < 2 5 3 ,

Y< 2 5 3
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由于 X 和 Y 的有效位数均不超过 53 位
,

故 式 一 E ,
一0

。

由于此时必有 Q < 2 5 3 ,

所以

Q 的有效位数也不超过 5 3 位
,

在浮点精度的可达范围内
。

因此
,

在浮点除以及浮点商转

换为整数时仅截去商的小数部分
,

即 E ,

< 1
。

从而 Q
‘
一Q

,

可以确保商 Q
‘

的整数精度
。

1
.

2
.

Z X < 2 5 3 ,

)
护

) 2 5 3

由于 X 的有效位数不超过 5 3 位
,

Y 的有效位数则超过 5 3 位
,

故 几 一。
,

E
,

妻 。
。

于

是
,

X = X j, Y 一姚十百
,

) Y , ,

所以 X 一 X ; < 姚成Y
,

Q 一 X / Y 一 O
,

Q j一 X 了/艺
t

< 1
,

Q ,
转

换为 侧时必有 Q
‘

一 。
,

所以 (2’ 一 Q
。

没有整数误差
。

1
.

2
.

3 X 分 2 5 3 ,

Y ) 2 5 3

这时 X 一 X 洲
一

式
,

Y 一 Yj + E :

且 瓦李 0
,

尽
.

) 。
。

但由于整数最大不超过 州
,

故必有

Q共岁
‘ , 。

Q , 转换为 Q
‘

时不会产生整数误差
。

整数误差只能 由 义 和 Y 的截断误差引起
。

由于 X , 一 Q
, ·

Y 、月
一

R 户 X 产Q
·

Y
一

十R 将该式变形有 X / Y 一Q 斗
一

R / Y
,

R / y 为 X / y

所剩的小数部分
。

又 X / Y 一 (X j 斗
一

E
,

)/ Y

~ (Q / .

Y 了十R ,
+ E 力 / Y

一 (Q八Y 一 石
,

)
一
十
一

八f 十五
J

.

)/ Y

于是
,

Q 一Q 厂一 (R f十瓦 一 Q 、 ·

E
,

一 R ) /Y

由于 R j< Y f
气 Y

,

所以 凡 / Y< 1
。

R / Y< 1
。

三
才

/ Y 为被除数 X 的截断误差 瓦 折合到

商数上的等效值 (记作瓦
。
)

,

它使商的绝对值减小
。

由于 瓦 < 2 ’‘(至多截去最低 10 位 )
,

Y ) 州
,

所以有 瓦
、

< 21
。

/2 53 ~ 2 一 ‘3

< < 1

(E
, ·

Q , ) /Y 为除数 Y 的截断误差折合到商数上的等效值 (记作笃
、
)

,

它使商的绝对

值增大
。

由于 石
,

< 2 , 。 ,

Q * < 沙
) ,

故有 E
, ·

Q f< 2 2 。 ,

又 Y ) 2 5 3 ,

因而有

E 、 < 护
,

/ 2
5 3
一 2

一 3 3

< < 1

综上可得 一 2 < (凡 + 式
:

一Q , ·

E
,

一R )/ Y < 2

即一 2 < Q一 Q
‘

< 2
。

最大整数误差为士 1
。

亦即可能的Q 值有三种情况 Q 一Q
‘
一 1

,

Q 一酬
,

Q = Q
‘
+ 1

。

1
.

2
.

4 X ) 2 5 3 ,

Y < 2 5 ,

由于 E ,

~ O
,

故 Y ~ Y ,o 由 1
.

2
.

3 推断可得

Q 一 Qf + (R f + E
,

一R ) /Y

下面分两种情况予 以讨论

(l )2
’。

镇Y < 2 5 3 ,

这时 1 < Q < 2 5 3 ,

故商 Q 在浮点精度的可达范 围内
。

由于 凡 < 姚 -

Y
,

瓦 < 2 ‘。
,

Y ) 2 ’“
,

R < Y
,

所以
,

一 1 < (入, + 瓦 一 R )/ Y < 2
。

即 一 1 < Q一 Q’ < 2

所以 Q 一Q
‘

或者 Q 一Q
,

斗
一

1
。

(2) Y< 21 0, 这时 Q ) 州
,

商数的整数部分有效位数超过 53 位
,

超出了浮点精度可

以表示的范围
。

因此可能有 R f> Y , 一Y
,

E
,

> 1
。

用浮点除所求得的商以及在转换过程中

要截去商数的低位整数部分
,

误差较大
。

2 商 Q
‘

的修正方法

根据前面的分析可以看出
,

仅当 X ) 2 5 3

时用浮点除求得的商数才需加 以修正
。

修正
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的方法采用恢复余数法
,

但对不同的情况可以采用不同的措施
。

2
.

I X 妻 2
, 3 ,

Y ) 2 , o

根据 1
.

2
.

4 的误差分析可知
,

这时 Q
‘

的最大误差为士 1
。

但修正过程却颇为复杂
。

基

本步骤如下

(l )作 P ~ Q’
·

Y

一 (Q
‘

娜H ·

2
3 2
+ Q

‘* s H )
·

(YM-q
l, ·

2
“乞
日
一

Y o H )

一Q砒
H ·

Y彬H ·

2 64 斗
一

(Q泌
H ·

y l..g
l,
+ Q石

I, ·

Y彬H )
·

2 3 2
+ Q石

H ·

Y。。

由于 B 3 1 10 A 没有 64 位整数乘法指令
,

要分解成 4 个 32 位数相乘
,

乘的结果移位相加

才能求得 64 位积
。

其中 Q
‘

M-s 。 、

Q
‘*

sII 分别为 Q
‘

的高
、

低 32 位
。

注意这里的乘法有的有符

号
,

有的无符号
。

Y彬
} , ,

Y o
l,

也是同样的含义
。

(2 )判 Q
‘ ·

Y 即 P 有否溢 出
。

若有溢出
,

则表明商 Q
,

比真正的 Q 大 1
。

所以 Q一Q
‘

一 l
,

当 Q
‘

) 0 时
;
或者 Q 一Q

‘
十 1

,

当 Q
‘

< 0 时
。

若无溢 出
,

则作 (3 )
。

(3) 作 X 一P ~ 侧
。

若 叼 一 0
,

则表示正好除尽
,

Q 一Q
‘。

若尸
,

X 异号
,

则表明商数

Q
‘

多 T l
。

所以当 Q
‘

妻 。时
,

Q = Q
,

一 l ;当 Q
‘

< o 时
,

Q = Q
,

+ 1
。

若 R ‘

和 X 同号
,

则需进

一步作 (4 )
。

(4 )作 }R
,

}一 }Y }一M
。

若 M ) o
,

则 Q
,

妻。时
,

Q = Q
‘
+ l ;Q

‘

< o 时
、

Q = Q
‘
一 l

。

否

则 Q ~ Q
, 。

2
.

Z X ) 2 5 , ,

Y( 2 , o

尽管这时 Q
‘

的整数误差较大
,

但修正方法比较简单
。

步骤如下
:

(1) 作 X 一Q
‘ ·

Y ~ 尸
。

由于 r 二 R 了+ 式
,

而 瓦 < 2 ’” ,

R , < Yj 一Y< 2 ’。 。

尸 < 2 ‘’
。

所

以 在作 Q
尹 .

Y 时 只考虑低 半部分 的乘积
。

即 尸 一 X M.q H ·

2故 + X 。。 一 (Q
‘

姗 11 ·

2 32 +

Q
‘。。卜 Y 一 X 二 11 一 (Q

‘:

、 ‘Y) o H
.

这样只需作一次 32 位乘法 Q’
: s 。 ·

Y 和一次 32 位减

法 X
: s , ,
一 (Q

‘: s , , ·

Y )
: s。
即可得到 尺‘ 。

(2 )将 r 变成单精度浮点数 尸
, ,

Y 转换为单精度浮点数 Y , 。

因侧 < 21
’ ,

Y< 酬
,

单

精度浮点数 已足能表达了
。

(3) 作单精度浮点除 q , 一R’ , /Y f.

(4) 将 qj 转换为整数 了
。

(5 )形成最终整商 Q ~ Q
‘
+ 了

.

3 实例研究

3. 1 基本硬件结构

作者设计的计算机运算器如图 2 所示
。

采用微程序控制方式
。

图中
,

A
、

B 寄存器各为

72 位 (8 个奇偶位 )
,

其数据来自存贮器
,

工作频率 20 M 卜12
.

R H / R L 为结果寄存器
,

各为

36 位(4 个奇偶位 )
,

同时也能反馈到 B 31 10 A / B 31 2 OA 的输入端作为操作数
,

工作频率

为 4 oM H Z
。

B 3 lloA / B 3 1 2 0A 内部各有 I
、

X A
、

Y A
、

Z
、

FI
J

A G
、

M O D E
、

IN T 等寄存器
.

其

中 X A
、

Y A 存放数据
,

Z 存放结果
,

FL A G 为标志寄存器
,

M O D E 为方式寄存器
,

IN T

为中断寄存器
,

1 为指令寄存器
。

只要提供相应的微命令以及数据
,

B 31 10 A / B 3 12 0A 可

以并行工作
。

运算部件为四级流水线结构
:
A

、

B 为第一级
,

X A
、

Y A 处于第二级
,

Z 为第

8 4



三级
,

R H / R L 为第四级
。

以便减少微程序的拍数
。

在微程序实现时
,

要 充分发挥 B 3 1 10 A / B 3 1 20 A 的并行特点
,

去存贮器

微微程 序控 制器器

一一 i
········

FFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFL A G I
··

FFFL A (1222222222222222

MMMMMMMMMMMMM ()D E I
‘‘MMM O D E ZZZZZZZ

IIIN T ZZZZZZZZZZZZZZZ
IIIIIIIIIIIIIN T I

,,

SSSCCCCCCCCCCCCCCC

胜胜 . 1 . }}}}}}}

lll ( l
_

{{{I
’

!!!!!
’’

1 111 rrrrrrr
’’

叫叫仁仁仁仁〔〔〔〔〔〔

习0A

来 自存贮 器

图 2 运算器墓本硬件框架

3. 2 6 4 位整除的微程序流程

据前面的讨论可知
,

若允许整除有士 1 的误差
,

则只有当 X 妻25
3 ,

加以修正
。

下面给出允许有士 1 的误差时整除算法的微程序流程
,

意 B 3 lloA / B 3 1 2 oA 尽可能并行操作
,

这样可以减少很多节拍
。

Y < 2
’。

时才需对商

见图 3
。

读流程时要注

4 结 论

假定被除数 x
、

除数 Y 落在取值范围内各种数值的概率相同
。

看出
,

不修商做一次除法用 16 拍时间
,

修商时用 29 拍
。

从 3
.

2 的流程图可以

所以平均拍数可近似为
:

了
’

一 (1 6
·

(2
G 3
一 2 ’0 )

·

(2
‘3
一2 5 3

)+ 1 6
·

2
5 3 ·

2 6 3

+ 2 9
·

(2
6 ,
一 2 5 3

)
·

2
, “
) / 2

,之‘

一 1 6 十 1 3
·

2
一 ”3
一 13

·

2 一 6 3

女 1 6



B 3 1 2 o A的操作
B 3 l l oA 的操作

YYY 变成 Y ,,

XXX
. :
一 (2

, 。
一 l ) ‘ X

o333

RRR
, f , Z ,,

无无全全性作作

无无操作作

QQQ
,

+ 叮‘

~ QQQ

Y ”
, ‘ ·

Q’
, _ 。 ,

~ r 林“

P“ H

~ 2
.

一一. 二几

无操作
一一一r - 甲,

无操 作
二二J 二二二
无操作

l
二

无操作

} 拈 /’t 一 ’,

薰
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4 结 语

本文把雷达 目标的一维距离像当作一幅弧线图像来进行处理
,

通过弧线的链码和与

之有关的傅里叶系数提取 了 5 个的形状特征
;然后

,

利用神经网络技术对其进行识别
。

实

验结果表明
,

在一定的角度变化范围内
,

对 目标属性的判别效果良好
。

对于全姿态角变化范围内的目标识别
.

可以先将全角度区域化
,

然后在各个角度范围

内利用本文所介绍的方法进行操作
.

即可获得全姿态角变化范围内的识别结果
。

对此将另

文介绍
。

该算法为雷达 目标一维距离像识别算法的实时处理提供了一条有效途径
。
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