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摘 要 讨论了精确解和 l
,

eg
o

nd
r e

谱解的误差估计
,

应用文中定义的椭圆投影算子
,

得

到了 对 和 H
,

模估计
。
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A b str a e t T h is P a p e r d e a l
s w ith the e s t im a t io n o f th e e r r o r s o f the e x a e t s o lu t io n

a n d th e L e g e n d r e s p e e t r a l s o lu t io n
.

B y u s in g the d e fin e d e llip t ie p r o ie e t io n o Pe ra t o r ,

w e

e a n fo r m th e e s t im a t io n s o f th e e r r o r s
.

B o th H a n d H
, n o r m e s t im a t io n s a r e o b ta in e d 5 1

-

m u lt a n e o u s ly
.

K e y w o r d s p a r a b o lie e q u a t io n ,

L e g e n d r e s p e e t r a l m e tho d
, e llip t ie p r o je e tio n o p e r a -

to r

近 20 年来
,

谱方法迅速发展
,

已广泛应用于数学物理领域
,

如流体力学
、

气象预报

等〔’一 5 〕
。

众所周知
,

谱方法具有高精度
,

即如果所求解的偏微分方程的精确解充分光滑
,

则谱逼近解的收敛阶比 N
’

的任何幂次还高
,

这里 N 为逼近多项式的次数
。

文 〔1〕中
,

Can ut 。
等对线性问题建立 了一般的收敛性和稳定性分析

。

针对抛物型方程
,

能量方法是

估计误差的主要方法
,

但很难直接得到 H
’

模估计
。

本文我们应用 Leg en d re 谱方法求解

二阶抛物线型方程
,

借助于定义的椭圆投影算子同时得到了H
、

H
’

模估计 (这里 H = 刀
,

H
’

的定义可参见文 〔2〕)
。

设 日~ (一 1
,

1 )’’仁R
” ,

考虑下面的二阶抛物型方程

, 2 9 9 6 年 3 月 1 3 日收稿

1 3 0



u ,

+ A u = f (t
,

X )
,

u = 0
,

u = u 。
(x )

,

X 任 月
,

O < t 簇 t
‘

X 任 刃
,

O < t 镇 t
‘

X 〔 口
,
t 一 0

(1 )

了|!之、l月!
、

这里

A u 三一 丫丫名‘~ J ‘~ 曰
j ~ I k = l

己 己u
、

.

子
、 .

au

瓦
‘a 少*

瓦
’ +
合

b ,

瓦
+ “u

aj
,

*
(一 a 滋

,

,

)
,

bj 和 ‘
是变量 X 的充分光滑的函数

,

假设
。 (X ))

c 。

> 。
, ‘。

充分大
,

且

, (。
,
。) 一

{{
J 月 、

) r
}}

澎从芍气 a。 己。
.

褚{ , .

己。
.

。

l
, _ -

奢裔aj. 瓦瓦
十
奢
亿
瓦

“ 十 “
‘

)
“入

。 }1{
,

V 。 〔 月急(口 )

r > o
, r
为常数

。

定义 H
‘
(口 ) x H

‘
(日)上的双线性形式

,

口

·

甲自+
, (、

, 二 ) 一
{{宝宝

a , *

J “ 、 乡二 i 诬舀i

己u 、
_ _

只不舀 - v 十 c u v }d 入
O人 , ]

鱼aX*互aXj
在前面的假设下

,

容易验证

¹ A ( u , v )镇M 11u l}
,

11v l}
, ,

V u , v 任 H , (口 )

º A (u
,

u) 妻rl }训}{
,

V u 任 H 占(口 )

这里 M
, r
为正常数

。

( 1) 式的等价形式为
:

找映射
u 一 u (t ) :

了一 [O
, t ‘

」~ H 志(口 )使得

{
( u , , v ) + A ( u , v ) = ( f

, v )
,

u ( 0 ) = u 。

V v e H 乙(口 )
, t > 0

( 2 )

记号和引理

在后面的讨论中
,

假定
: 为正常数

, : 在不同的式子中取值可以不同
。

对任意的正整数

N
,

令 S N 为关于每一分量 X
,

(l 一 1 ,

⋯
,

n) 次数不超过 N 的代数多项式全体
。

令

V N = S N 自 H 志(月 )

设 P N :

厂 (月 ) ~ v N 为 厂 一正交投影算子
,

即

( P N v ,

笋) = (v ,

笋) V 必〔 V N

引理 1
.

11 2] 对任意 产
, 。 , 0簇产成

。 ,

存在常数
。
使得

}} u 一 p 、 u l}
,

簇
c N “ “

·‘ ,

}}u l}
口 u 任 H

‘

(。 )

这里

1
乙产 一 a 一 几万 ,

‘

产 ) 1

警一
O镇 “ 簇 ‘

Jr|||‘||||
、

一一
、

、
少

叮产
了、
、

亡

假设 L 走

为 k 次 L e ge n dr e 多项式
,

(2) 式的 L eg e n dre 谱格式为

找

L * : ( X , ) L * 2 ( X Z )⋯

u N ( X ) 一 万
u 、L 、 ( X )

,

K 一 ( k , ,

k Z ,

一
k ”

)

及
二

( X
,

)满足
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丁
(U尹

, v “’+ A (u “ , ‘, N
’一 ‘

、

f
, v N ’

,

{
u 刀 (0 ) ~ 。犷

V : , N
任 V 、 ,

t > 0

(3 )

这里 u舒为 “。

的 L e g e n击 e
谱近似

。

定义椭圆 G al e r ki n 投影响算子 n 满足
:

fl :

H 志(口) ~ V 、

A (ll u ,

Z ) = 月 (u ,

Z )
,

V X 任 V N
(4 )

利用条件¹ º 以及有限元分析中的 L a x 一M ilgr a m 定理
,

易知 n “ 由( 4) 唯一确定
, n “ 称

为 V N
上的椭圆投影

。

引理 1
.

2〔. ]
若

u , v 任万乙(习 )
,

则 I守 u ,

甲 v ) l成 c IA ( u , : , ) I

引理 1
.

3 若 u 任月
‘

(几 ) n H 人(口 )
.

1镇。 , n u 由 ( 4) 定义
,

则

}1n u 一 u l} + N
一 ’‘2 11fl u 一 u }I ; ( c N

,
一

‘

11u l}
。

( 5 )

证明 由 fl “ 的定义 A ( 11 。一 u , X ) 一。
,

V X 任 V N

由引言条件O)º得
,

V X 任 v N

,
·

}}fl u 一 u }} l《 A ( 11 , ,
一

。 , fl u 一
, ‘) = A ( fl u 一 。 ,

义一 u )

簇 M l} fl 。 一
‘, }}

1 !} X 一 u l} ,

由引理 1
.

1

,, n

一
‘,

!
镇
婴瑟气

,, x
一 ,‘

】

钱 ·N ‘ ( 6 )

下面我们应用对偶方法来估计 }}n u 一 uI 卜

对任意 尹任厂 (口 )
,

令切 一二 ( X ) 为下列问题的解

一 △w 一 笋 in 口

饮 ,

一 0 0 n 3门

由分部积分公式及引理 1
.

2 得

I ( fl u 一 u ,

必} ~ l一 ( ll u 一 u ,

△w ) ! = l( 甲 ( fl 。 一 u )
,

甲。 ) }

簇 c }A ( ll u 一 u ,

w ) }

二 。 IA ( 11 : , 一 u ,

二 一 义) }

簇
‘ I{fl u 一 u l{ , 11二 一 X 11

: ,

V X 任 v 二

应用引理 1 1 和 (6 )得

沮
, ‘一 u ,

必) 簇 }}ll u 一 u !}
: i n f }!二 一 X

x 贬 下一刀

蕊 。N 号

这里我们应用了估计 }}w }l:
镇。 }1笋

故

u }}
。

N
一

’‘2 : 吐, }l:
镇 e N ’ 州}

fl u 一
u s U P

《)买护〔 L ( 习 )

( ll u 一 ,‘ ,

卢)

}}州} 《
c N ’

一

‘

}} , , ( 7 )

综合 ( 6)
, ( 7) 得引理的证明

。

2 误差估计

关于半离散的谱解
“ “ (t )

,

我们有下面的 厂一估计
。
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定理 2
.

1 假设
u (t )

, u N (t )分别为 (2 )和 (3 )的解
,

1镇。 ,

则
· “ (‘,
一

“, ,, 簇 ,,
·
:

一
,, + ·N

l
一‘,, 一 ,: +

丁;
.}
· ,

.}
。

d ·}

证明 因 砂一
u ~ 砂一 n u + n u 一 u ~ 夕+ p

,

这里 n u
由 (4) 定义

。

由引理 1
.

3 得

P(t) fl u 一 u
}} 簇

。N
, 一 ‘ ,,

一
N

l
一 ,, 一 +

上
·

户
·
}}

。

t)八
se
.

九u(+

镇

另一方面
,

V Z 任 V N

(况
,

Z ) 十 A (口
,

Z )

cN
‘一 ‘

( 1I
u 。 u ,

}}
。

d r ) (8 )

二 (u尹
,

Z ) + A (u N ,

Z ) 一 (fl u ‘,

Z ) 一 A (fl u ,

Z)

= (f
,

Z ) 一 (ll u , ,

Z ) 一 A (u ,

Z )

= (u , ,

X ) 一 (fl u , ,

X )

(疏
,

X )+ A (0
,

X ) - 一 (乃
,

Z ) V 义任 V 、
(9 )

8 }}
’
+ A (8

,

夕)= 一 (八
,

8 )镇 }}乃 }! }}8

“镇
d一dt“

!n
�d一dt创1一2”

即 8一 口( t )满足

令 X一 0
,

则

因 A ( 8
,

夕) ) 0
,

故

因此

由引理 1
.

3

及

夕( t )

61 !簇 }}P, }}

.}“( 。) : +

{; }}。 !. d ·

u
今一 fl u 。

11簇 !I
u 今一 u 。

l}

fl u ,

一 u ,

镇 c N
‘一 ‘

+ 。N
,
一 1I

u 。

11
u ,

}}
。

结合上述讨论定理证明完毕
。

下面我们估计 H
’

模误差

定理 2
.

2 假设
u ( t )

, u N ( t )分别为 ( 2 )
, ( 3 )的解

,

晋
、。 ,

贝“又寸0簇 t簇 ,
’

u N (t ) 一 u ( t )

证明 由定理

簇
。谧}1衅

u 。

l}
, + N普一〔

s u p l}
· ( , ) :

。

+ (

丁;
.}
· r

.}:
一

、d· )
L / 2

〕

2
.

1 证明中相同的技巧
,

令 了一
u 一夕+ P

,

11尸( t ) 11
,
一 l} n 。 ( t ) 一 。 ( t ) 11

,

簇
。N普一

由引理 1
.

3

u ( t )

为估计 }l夕( t ) }l
, ,

在 ( 9 )中令 X = 0t
,

故有

d
.

。 , 、

~ ; 一

入 〔U
,

口)
d t

1 尸
. , 。 。 、 . , 。 。

、
,

= 一 气只
,
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乙

1一2
十
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,

0) 一 A (0
,
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,
丁
。

客
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,
丁
。
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毅
+

纂
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)
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:
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’

+ 。
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故

对 t 积分
,
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暴
, (。

,
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,
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镇 M 11口(勺)
+ ·

上
( .}“,,‘+ ‘, 。 ,‘

2
, d ·

lIf

叹注意到

故

If口(o ) llf ( l!
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普 o ,
}}

u o

II:恤{}8 (t ) }} l簇
c { }}

u
犷

u 。

l} { + N

“。

一 口)

11夕11{ + )d r }

由 G r o n w a ll引理 (见 [ 1〕)及引理 1
.

3 得

乃

八卜九
+}I夕(r ) 111簇

c {

成 c {

1}
u 票

l}
u犷

u 。

}l{ + N
Z‘

普
· ,

!l
:‘。

11云

时
u 。

11{ + N Z ‘

号一
,
( !l

。。

三
一

合d
r ) }

定理证明完毕
。
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