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各向异性材料的有效弹性模量
’

江 大志 沈 为
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摘 要 在夹杂理论的基础上
,

采用用自洽法导出了含分布夹杂的各向异性弹性体的

本构关系和有效弹性模量的细观力学表达式
。

本文得到的公式不仅可以处理含缺陷和损伤

的材料的有效弹性模量
,

而且还可处理诸于纤维复合材料等各向异性材料的理论及 有效弹

性模量
,

从而 为建立材料细观结构与宏观性能之问的关系提供了理论基础
。
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夹杂理论是研究具有特征应变
: ‘

(或等效特征应变 ) 的子域 日 在外场 (应力场或应
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变场 ) 作用下所引起的应变扰动和应力扰动的方法
。

由于夹杂问题在固体材料中普遍存

在
,

所以近几十年来一直受到材料学家和力学家们的普遍关注
。

夹杂问题的研究始 见于

E s
he lb y ; ’〕的论文

,

最初研究的是在金属材料中由于位错引起的应力扰动
。

早期人们关注

的是均质材料中的位错
、

多晶
、

杂质和空隙等夹杂引起的应力和应变扰动
,

以及夹杂的

存在对材料宏观弹性性能的影响
。

这方面有特殊贡献的研究者还有
:

W ill is〔
2 }

、

B ud ia n -

s ky 仁
3“

、

, 1111仁
‘“

、

H a s h in 「
5 ,
等

。

H ill
s〕和 H

a s
h in 「

7 ]等将这一理论应用于弥散强化材料
,

尤其

是各向同性复合材料
。

横观各向同性的纤维增强复合材料的理论弹性性能也可应用这一

理论得到
。

等效夹杂理论

设在无外力且无表面力约束下
,

弹性固体 D 内某子域 月 具有特征应变 亡
。

特征应变

是指非弹性应变
,

如热应变
、

相转变应变
、

初始应变
、

塑性应变以及非协调应变等
。

F:s h e l
一

b y“ 1
将特征应变称为无应力转换应变 (s tr e s s 一

fr e e
一
t r a n s

fo
r
m a t io ,‘ S t ra in )

。

子域 n 称为夹杂 (in e lu
s , o n )

,

有

尝 O (在 月 中 )

一 O (在 D 一 几 中 )

与固体 (D 一月) 中的弹性模量张量 C 不同时
,

(1 )

侧尹侧
,
J

乓乓
厂l之
、.

1

当子域 月 的弹性模量张量 C
‘

被称为异质 (in ho n lo g e n e ity )
。

子域 日

现考虑弹性模量张量为 C 的无限体
,

远场有工作应力 丫
,

其中含有一个异质 口
,

其

弹性模量为 C
‘

(c
‘

井C )
。

由于外力作用
,

异质将在体内引起应力扰动 a 和应变扰动
: ,

总

的应力场为 a 十己
,

相应的总应变场为
: 一

+ 砂
,

这里的应变 扩 为无异质情况下的应变场
,

有

弓 一 C灵衅
,

(2 )

因此
,

此 固体的本构关系可写为
。
马

一

+ 。 , ,

~ C 二
。,
(。忿

,
十 : *,

) (日) (3 )

。
急+ 。、,

= C
, 走,
(: 公

一

于。‘,
) (D 一 口 ) (4 )

再考虑上述含异质固体的等效体 D (包含 口 )
,

其弹性模量张量为 C
,

但 口具有特征

应变 ‘
,

设远场有工作应力 o0
,

几 内的本构关系为
。
几

一

干 。 ,

= C
, , , ,

(。公
,
+ 。是,

一 。石) (口) (5 )

其中
:

一 C
, , * , : 父

,

= S
, , 论,￡汤

(6 )

这里 凡户 ,

为相应于夹杂 口 的 E S
he lby 张量 仁“」,

它与夹杂的形状和性质有关
。

由 (3 ) 式和 (5 ) 式
,

得到以下应力等效的充分必要条件

C ;
* ,
(‘父

,
月
一 “, ,

) = C
, , 。,

(。父
,
+ : 论,

一 。应) (口)

这就是等效夹杂理论的基本方程
。

(7 )

2 含有分布夹杂的弹性体的有效模量

设含有
, ,
个分布夹杂 以 (,

一 1
,

2
,

3
,

⋯
, , , ) 的弹性体 D

,

其有效弹性模量张量 亡
。
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此弹性体受远场应力 丫 作用
,

它的本构关 系为
。
急~ 己

‘j*l 。岌 (s )

(l) 先考虑弹性体中某夹杂众
.

其弹性模量张量为 C
,

含有特征应变张量 了
’ ,

引

起扰动应力 C
,

总应力张量为

畔 + ( 二 C匀公 (峪 + 益 ) (众 ) (9 )

取等效体 D (具有弹性模量 亡)
,

总应力张量为

岭 + 心 = 亡
, , (曦 + ‘

,
一 。笼l. ) (。

r

) (2 0 )

根据等效夹杂理论
,

由 (9) 式和 (10 ) 式得

C几(。急+ 。二
,
) 一 亡。、 (。急+ ￡二

,
一 。二厂) (。 ) (一z )

式中
,

在 Qr 内
,

扰动应变 了 和特征应变 了
’

的关 系为

芍 一 S加
, 。犷 (1 2 )

这里
,

S水
,

为相应于夹杂 几 的 E sh el b y 张量
。

由 (1 1 ) 式得

(乙j’I 一 C几“ ) (。志+ 翰 ) 二 乙* 《t’ (1 3)

应用 (l 2) 式
,

上式还可写成
:

(亡ij. , 一 c 尔
,
)比 二 乙jkI ‘厂一 (己

, ,
一 C从

,
)S加。瑞

~ 〔己ij*
,
一 (亡

, , ,
一几

,
)s二

, . ,

]蠕 (1 4 )

记 E从
,
~ 己jLI 一 C毛

“

g 毛, ,
二 亡ij&

,
一 ￡从

。

s二
。 , ,

则式 (l 4) 改写为 E枷瑞 ~ g 加心

或 盯 = (g 加
。

)
一 ’
E翩

,

端

代入 (l 3) 式
.

得 E尔, (《, + 心 ) ~ 己,
。

(g 二二 , )
一 ‘
E孙‘璐

可以导出总应变 心 + 。二, = (E二,
‘,
)
一

它
、*

。

(g 二
, 。,
)
一 ’
E二

, , ,。备

= h二
, * ,。急

式中 h二, = (E孙ij 犷
’

乙,
。

(g 几, , )
一 ,
E二,

* ,

h缺
,

相当于 众 的应变集中张量
。

还因为

(1 5 )

(1 6 )

(1 7 )

(1 8 )

(1 9 )

(2 0 )

嵘 + 嵘 一 C
, ,
(《

,

+ 《
,
) (Qr )

嵘 + 呱 = C二
“

声枷踢

(2 1 )

(2 ) 再考虑含有
n
个分布夹杂的弹性体 D

,

设平均应变 云一砂和平均应力 云= 护
,

且

玩
,
= 亡

,i*l 云
*,

(2 2 )

对弹性体 D
,

应用叠加原理及自洽法阁
,

由 (1 9) 式得平均应变为

i.,
, = v 。

聪 + 习v. h: , *,
云

, ,

(2 3 )

式中
,

由

v 。

为基体的体积分数
, v r

为 。
,

的体积分数
,

且有
v 。 + 艺

v r

一

(2 ” 式得平均应力为

dr. 二 二。
嵘 + 艺v. 几

叻
呱俩

,

(2 4 )
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在 (2 3) 式和 (2 4) 式中
,

嵘和 嵘分别为基体的平均应变和平均应力
,

且有

口咒-

将 (2 3 ) 式代入 (2 4 ) 式
,

考虑 (2 5 ) 式
,

(2 5 )

可以导出以下本构关系
:

于。 一 〔C
。 , ,

+ 习
v 二

(低
, 一 c

。。 ,

)h 协
,

〕而 (2 6 )

将上式与 (2 2) 式比较
,

得含有分布夹杂的弹性体的有效弹性模量的细观力学计算公式
:

亡胡 二 C 。 , ,

十 习
v ,

(C偏, 一 C , , )h二,
, z

(2 7 )

3 结论与展望

本文采用等效夹杂的概念
,

导出了含分布夹杂的各向异性弹性体的本构关系和有效

弹性模量的细观力学表达式
,

为建立材料细观结构与宏观性能之间的关系提供了理论基

础
。

按照夹杂和特征应变的一般定义
,

热应变和塑性应变等残余应变以及非协调应变等

均可视为特征应变 ; 在均质材料中
,

孔隙 (洞 )
、

裂纹等损伤区可视为夹杂 ; 在非均质材

料如复合材料中
,

增强相 (如颗粒
、

晶须
、

纤维等 ) 也可视为在基体相中的异质夹质
。

因

此
,

采用本文得到的公式不仅可以处理含缺陷和损伤的材料的有效弹性模量
,

而且还可

以处理诸于纤维复合材料等各向异性材料的理论及有效弹性模量
。
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