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　　摘　要　本文对瓶颈指派问题给出了一种新的算法, 该算法不需要利用最大流算法, 而

类似于解经典指派问题的匈牙利算法。该算法是一个多项式时间算法, 其复杂性为 O ( n3) .

关键词　瓶颈指派问题, 多项式时间算法, 阀门算法

分类号　O224

A Polynomial- time Algorithm for the Bottleneck

Assignment Problem

Xiao Bin　Zhang Ganzong
( Depar tment of Sy stems Eng ineer ing and Mathematics, NUDT , Chang sha , 410073)

Abstract　 In this paper , w e g ive a new algo rithm fo r the bot tleneck assignment

pr oblem on the basis of Ko�nig 's theorem, and show that the t ime complex ity of the algo-

rithm is O( n
3) .
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1　瓶颈指派问题的数学模型

　　瓶颈指派问题的提法是: 一项工程有 n件工作分派给 n个人, 每个人只能分给一项

工作, 每项工作只能一人完成。所有工作均同时开始, 应如何分派这 n项任务, 使整个工

程尽早完工?显然, 工程完工的时间等于最后完工的那个人所花的时间, 问题的优化目标

是使这个最长时间最短。

瓶颈指派问题首先由 O. Gr oss 提出, 给出了一种 “改进圈”算法
[ 4]
, 后来 R. S.

Gar finkel 利用 Ford- Fulkerson 最大流算法给出了一种 “阀门”算法
[ 4] . Gross 的算法

具有盲目的试探性, 且很难检验最优解已找到。Garf inkel的算法虽作了改进, 但由于使
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用最大流算法而不免影响解算效率。

本文利用匈牙利数学家 D. Konig 的一个著名定理对 “阀门”算法作了改进, 得到的

新算法无需引进最大流算法。新算法类似于解经典指派问题的匈牙利算法,并证明了它的

复杂性为O ( n3 ) .

用 cij表示第 i个人完成第 j 项工作所花的时间, 矩阵 C= ( c ij ) n×n称为指派矩阵或系

数矩阵。瓶颈指派问题可表为如下的整数规划模型, 记为( BAP) :

minZ = max
1≤i, j≤n

c ij x ij

s. t .　∑
n

j= 1
x ij = 1, ( i = 1, ⋯, n) ; ∑

n

i= 1
x ij = 1, ( j = 1, ⋯, n)

x ij = 0, 1　　　　　( i , j = 1,⋯, n)

这里, x ij= 1, 如果第 j 项工作分派给第 i 个人; 否则 x ij= 0

　　与经典指派问题相比较, ( BAP)的优化目标已发生变化。因此, 著名的匈牙利法不

能直接求解这类问题, 经典指派问题的最优解定理, 即每行或每列减去同一个数后最优

解不变, 也不再成立。但为减少计算机内存, 可将系数矩阵的各元素都减去同一个数,

( BAP)最优解不变。

2　化为经典指派问题

　　对系数矩阵元素 cij的不同的值按从小到大的顺序排序, c( k )为第 k 个最小值。用 K′

表示不同 c ( k)值的个数, 这里1≤K′≤n
2, 定义数列 d( k )如下:

d( 1) = 1　　　　　　　　　　

d( t) = nd( t - 1) + 1　　2≤ t≤ K′ ( 1)　

对每一 i , j ( 1≤i≤n, 1≤j≤n) , 令 d ij= d ( k) , 这里 k 是满足 cij= c ( k)的唯一整数, 把 D

= ( d ij ) n×n作为系数短阵, 建立如下的经典指派问题( API) :

min∑
n

j = 1
∑

n

i= 1

d ij x ij

s. t .　∑
n

j= 1
x ij = 1, ( i = 1,⋯, n) ;∑

n

i= 1
x ij = 1, ( j = 1,⋯, n)

x ij = 0, 1　　　　　( i , j = 1, ⋯, n)

　　定理1　经典指派问题( API)的最优解也是瓶颈指派问题( BAP)的最优解。

证明　设( API)的一个最优解为

x 1t
1
= x 2t

2
= ⋯ = x nt

n
= 1, 其余 x ij = 0 ( 2)　

若它不是( BAP)的最优解, 则存在{ 1, 2,⋯, n}的一个排列 j 1 , j 2,⋯, j n满足

c lj
l
= max

1≤i≤n
{ cij

i
} < max

1≤i≤n
{ cij

i
} = cmt

m

由( 1)知, nd lj
l
+ 1≤dmt

m
。于是, ∑

n

i= 1
d ij

i
≤ nd lj

l
≤ dmt

m
- 1 < ∑

n

i= 1
d it

i
。

与( 2)是( API)的最优解相矛盾。

定理1及变换式( 1)提供了求解( BAP)可转化为求解( API)的理论与方法。

例　设瓶颈指派问题的系数矩阵为
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4 7 8 10 9

7 8 4 3 3

8 4 11 15 12

10 3 6 7 7

7 4 9 8 10

这里n= 5, 不同的 c ij共有11个。由( 1)得到矩阵 D= ( d ij )如下:

6 781 3906 97656 19530

781 3906 6 1 1

3906 6 488281 12207031 2441406

97656 1 156 781 781

781 6 19530 3906 97656

　　利用匈牙利法求解, 得到最优解为 x 11= x 25= x 32= x 43= x 54= 1, 其余 x ij= 0, 最优值

等于8。

化为( API)问题求解的方法,在不同的 cij值个数较少, 即 K′较小时, 算法是有效的。

而当 K′较大, 例如 K′= 20时, d ( K′) = n
19 + n

18+ ⋯+ n+ 1=
n
20- 1
n- 1

, 即使 n 等于5,

d( K′)的值也很可观, 这将给计算机存储和运算带来很大困难。因此该方法只适合求解

K′较小时的( BAP)问题 。

3　改进的阀门算法

　　定理2　问题( BAP)的 目标函数值的下界为 V 0 = max max
1≤j≤n

min
1≤i≤n

cij , max
1≤i≤n

min
1≤j≤n

cij

证明　因目标函数为 z = max
1≤i, j≤n

cij x ij , 因此

z ≥ min
1≤i≤n

cij　　　(� j ∈ { 1, ⋯, n} )

从而 z ≥ max
1≤j≤n

min
1≤i≤n

c ij

同理可知 z ≥ max
1≤i≤n

min
1≤j≤n

c ij

于是 z ≥ max max
1≤j≤n

min
1≤i≤n

cij , max
1≤i≤n

min
1≤j≤n

cij

　　由定理2可知, 如果问题( BAP)的一个可行解满足max { c ij �x ij= 1}= V 0 , 则此可行解

即为( BAP)的最优解, V 0即为目标函数最优值。

定理3　问题( BAP)的系数矩阵 C中不大于 V ( V 为给定的一个常数)的元素的独立

个数 (指不同行不同列的元素个数) 等于能覆盖所有不大于 V 的元素的最少直线数。

此定理为匈牙利数学家 Ko�nig 的著名定理 “系数矩阵中独立零元素的个数等于

能覆盖所有零元素的最少直线数”的改写。事实上, 只需将这些不大于 V 的元素形式上

改写为零元素, 定理2就是 Ko�nig 定理本身。
基于定理2和定理3, 我们给出一个关于( BA P)的算法。算法的基本思想是: 首先选

取 V = V 0, 在系数矩阵 C 中寻找尽量多的、独立的不大于 V 的元素。若不存在 n 个独立

的这样的元素, 则寻找新的V 值; 若找到n个独立的不大于 V 的元素, 则此时的 V 值即

为( BAP)的最优值 z
* .
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算法步骤如下:

Step1　置 I : = 0, 矩阵 A : = C.

Step2　找出矩阵 A 每一行(列)最小的元素, 将这些元素按从小到大的顺序排列,

得到一数列, 设其第 n- I 项为 V 1( V 2) , 置 V : = max {V 1, V 2}。

Step3　将矩阵 C 中所有小于或等于 V 的元素定为候选元素, 寻找最大数目的独立

候选元。具体做法是: 从含候选元素最少的行开始, 圈出此行的一个候选元, 同时划去

与该元素同行同列的其它候选元素, 然后对余下一部分重复这一做法 (已划去的候选元

素不再考虑) , 直到查完各行, 所有带圈候选元素便是最大数目的独立候选元。若圈元的

数目等于n, 则以这些圈元对应的解矩阵( x ij ) n×n中的元素为1, 其余为0, 就得到最优解;

若圈元的数目小于 n, 转 Step4.

Step4　作最少的直线覆盖所有的候选元素, 具体做法是:

( 1)对没有圈元的行打“� ”号;

( 2)对已打“� ”的行中所有候选元素的列打“� ”号;

( 3)再对打有“� ”号的列中含圈元的行打“� ”号;

( 4)重复( 2) ( 3)直到得不出新的打“� ”号的行列为止;

( 5)对没有打“� ”号的行画一横线,对打“� ”号的列画一纵线, 这就得到覆盖所有候

选元的最少直线数。

Step5　置 A 为 C 中未被上述直线覆盖的元素构成的矩阵, I 为覆盖所有候选元的

最少直线数, 转 Step2。

算法的正确性 证明如下: 若所作的覆盖所有候选元素的最少直线数 I < n, 由定理2

知不存在n 个独立的候选元素, 因此需增加候选元的数目。矩阵 C被直线覆盖的部分中

最多只能找出 I 个独立的元素, 因此 C 的任意一组 n个独立的元素中至少有 n- I 个在

矩阵 A 中。我们选取 V = max {V 1, V 2}作为新的候选元素的上界, 是因为 C中所有比max

{V 1, V 2}小的元素能被数目小于 n的直线所覆盖。事实上, 若 I= n- 1, 显然; 若 I < n-

1, 不妨设max {V 1, V 2} = V 1 , V 取为数列中比V 1小的任意一项, 设A 中不大于 V 的行最

小元素所在的行分别为第 k1 , k2, ⋯, km 行, 则 m< n- I。将这 m 行的每一行划一直线, 得

到 m 条覆盖所有 A 中不大于 V 的直线, 因此矩阵 C 中所有不大于 V 的元素能被 I + m

( < n)条直线覆盖, 由定理2知得不到 n独立的候选元素。按算法一步步地进行下去, 一

旦得到 n个独立的候选元素时, 候选元的上界V 即为最优值。

例　(承上例)

Step1与 Step2 : V= 4.

Step3: 可得以下有圈元的矩阵:

� 7 8 10 9

7 8 � 3 3

8 � 11 15 12

10 3 6 7 7

7 4 9 8 10

　　Step4: 作最少直线覆盖所有候选元:
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� 7 8 10 9

7 8 � 3 3

8 � 11 15 12

10 3 6 7 7

7 4 9 8 10

　

　

�

�

�
　　Step5: I = 3, 转入第二次迭代。

　　Step2: V = 7

　　Step3与 Step4

4 7 8 10 9

7 8 � 3 3

8 � 11 15 12

10 3 6 � 7

� 4 9 8 10

�

　

�

　

�

� �
　　Step5: I = 4, 转入第三次迭代。

　　Step2: V = 8

　　Step3:

4 7 � 10 9

7 8 4 � 3

� 4 11 15 12

10 3 6 7 �
7 � 9 8 10

得出最优值等于8. 最优解为 x 13= x 24= x 31= x 45= x 52= 1, 其余 x ij= 0。

对算法复杂性分析如下: 因阀门算法与匈牙利算法非常相似, 我们将经典的指派问

题匈牙利算法迭代过程与阀门算法进行比较。将阀门算法得到的候选元改写为零, 这样

, 每迭代一次阀门算法得到的零元不会少于匈牙利算法得到的零元, 在极端的情形下二

者相等。故阀门算法与匈牙利算法具有相同的复杂性, 为 O( n
3
)。
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