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拟共形映照的两个偏差性质
X
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　　摘　要　本文得到了 n 维空间中的度量 K D 和 J D 在 K - 拟共形映照下的偏差估计, 并

且偏差的系数只与 K 有关而与维数 n 无关。
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Abstract　In this paper , w e obtained the disto rt ion est imates for metric K D and J D

under K- quasiconfo rmal mappings, and proved the distor tion coef ficient only dependent

on K .
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众所周知, 平面单连通区域上的双曲度量是共形不变的, 它是研究平面共形映照理

论的重要工作。对于空间, 由于没有黎曼映照定理, 因此对于空间一般的单连通区域也无

法象平面那样定义其上的双曲度量。为此, F . W. Cehring 和 B. P . Palka 在文[ 1]中引入了

拟双曲度量的概念。

设 D 是 R
n ( n≥2)中的任一真子域,对任意 x 1, x 2∈D , 在 D 中 x 1与 x 2之间的拟双曲

距离K D ( x 1 , x 2 )定义为

K D ( x 1 , x 2) = inf
C∫Cd( x , 9D ) - 1dS ( 1)　

( 1)中的下确界是对 D中所有连结 x 1和 x 2的可求长曲线 C所取。称达到( 1)中的下确界的

曲线 C为 D中连结 x 1、x 2的拟双曲测地线。
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与拟双曲度量 K D ( x 1 , x 2)有着重要联系的另一个度量 J D ( x 1 , x 2 )定义为

J D ( x 1 , x 2) =
1
2
log 1 +

ûx 1 - x 2û
d( x 1 , 9D ) 1 +

ûx 1 - x 2û
d( x 2, 9D ) ( 2)　

度量K D 和 J D是研究高维拟共形映照
[ 2] [ 3]
和 BMO理论

[ 4]
的两个非常有用的工具。

F. W. Gehr ing 和 B. G. Osgood 在文[ 2]中证明了度量K D和 J D在 n维K - 拟共形映

照下的如下两个拟不变性:

定理A　存在只与 n、K 有关的常数 C
′
= C′( n, K ) , 如果 f 是 D 到D′上的 K—拟共

形映照, 那么对任意 x 1 , x 2∈D 有

K D′( f ( x 1) , f ( x 2 ) )≤C′max ( K D ( x 1, x 2) , K D ( x 1 , x 2) A) ,　A= K
1 / ( 1- n)

定理B　存在只与 n、K 有关的常数 C= C( n, K ) , d = d( n, K ) , 如果 f 是域 D 到 D′

上的K—拟共形映照, 那么对任意 x 1, x 2∈D ,有 J D′( f ( x 1 ) , f ( x 2) )≤CJ D ( x 1, x 2) + d。

定理 A 和定理 B中的两个不等式研究 n维拟共形映照的性质时非常有用, 例如 F.

W. Gehring 和 B. G. Osgood在文[ 2]中利用它们证明了一致域是拟共形映照下不变的。

但是定理 A 中的系数 C′和定理 B中的系数 C、d都是与维数有关, 且 C′和 d 关于维数 n

是无界的, 因此利用它们不能研究无限维拟共形映照。在本文中我们将证明定理 A 和定

理 B中的系数在一定条件下都可以只与 K 有关而与维数 n无关, 即下面的定理1和定理

2, 它们对研究无限维空间中的拟共形映照有重要意义。

定理1　如果 D , D′是 R
n 中的真子域, f : D→D′是 K—拟共形映照, 则对任意 x 1,

x 2∈D 有

K D′( f ( x 1 ) , f ( x 2) ) ≤
4K K

21- K
a
K
1
max {K D ( x 1, x 2) , K D ( x 1 , x 2) 1/K }

其中a1∈ 1
2
( 3 - 2 ) 8K , 2( 3 - 2

8K

。

定理2　存在只与 K 有关的常数 C= C( K )和 d= d ( K ) , 如果 f 是 R-
n
上的 K—拟共

形映照, D 是 R-
n 中的真子域, D′= f ( D ) , 那么对任意 x 1, x 2∈D , 有 J D′( f ( x 1 ) , f ( x 2 ) )

≤CJ D ( x 1 , x 2 ) + d。

2　定理的证明

　　在证明定理1和定理2之前, 我们先引入 G. D. Ander son, M . K. Vamanamurthy 和

M . Vour inen在文[ 5]中的两个结果(引理4. 7和引理4. 31)。它们在定理1和定理2的证明

过程起了重要作用。

引理1
[ 5]　如果 D、D′是 Rn中的真子域, f : D→D′是 K—拟共形映照, 则存在常数

a1∈
1
2
( 3 - 2 ) 8K , 2( 3 - 2 ) 8K , 对任意 x∈D , y∈B

n ( x , a1d( x , 9D ) )有

ûf ( x ) - f ( y ) û
d( f ( x ) , 9D′) ≤

K
21/K

a1
ûx- yû
d( x , 9D )

a

, 　a= K
1/ ( 1- n)

引理2
[ 5]　如果 f 是 R-

n上的 K—拟共形映照且 f (∞) = ∞, 则对任意三个互不相同

的有限点 x , y , z 有

ûf ( x ) - f ( y ) û
ûf ( x ) - f ( z ) û + 1≤ B

ûx - yû
ûx - z û

K

+ 1
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其中B=
1
a1
max 2,

1
2
( min{ 2, K } ) K , a1∈

1
2
( 3 - 2 ) 8K , 2( 3 - 2 ) 8K 。

定理1的证明　

固定 x 1, x 2∈D , 取 b1=
2
1- KõaK

1

K
K < a1< 1, 我们首先假设:

ûx 1- x 2û
d( x 1 , 9D )≤b1

利用引理1可得

ûf ( x 1 ) - f ( x 2 ) û
d( f ( x 1) , 9D′) ≤

K
21/ Ka1

ûx - x 2û
d( x 1 , 9D )

n

≤
K

21/ K õ a1
ûx 1 - x 2û
d( ( x 1, 9D )

1/ K

≤ K
21/ K õ a1

b
1/ K
1 = 1

2
( 3)　

　　令 B为 D′中连结 f ( x 1 )和 f ( x 2)两点的闭线段, 对任意 y∈B, 由( 3)和三角不等式

可得

　d( y , 9D′) ≥ d( f ( x 1) , 9D′) - ûf ( x 1) - yû　　　　　　

≥ d( f ( x 1 ) , 9D′) - ûf ( x 1 ) - f ( x 2) û≥ 1
2
d( f ( x 1 ) , 9D′) ( 4)　

由( 1) , ( 3)和( 4)可得

K D′( f ( x 1) , f ( x 2 ) ) ≤∫B
ds

d( y , 9D′) ≤
2ûf ( x 1 ) - f ( x 2 ) û
d( f ( x 1 ) , 9D′) ≤ 1 ( 5)　

根据文[ 2]中的不等式( 2)　K D ( x 1, x 2 )≥lo g 1+
ûx 1- x 2û
d( x 1 , 9D ) ( 6)　

及当0< a≤1时, 有:　　log ( 1+ a)≥
1
2 a ( 7)　

可得　　　　　　　　K D ( x 1, x 2 )≥
1
2

ûx 1- x 2û
d( x 1, 9D ) ( 8)　

结合不等式( 3) , ( 5)和( 8)可得

K D′( f ( x 1 ) , f ( x 2) ) ≤
2K
a1

[ K D ( x 1 , x 2) ] 1/ K ( 9)　

　　若
ûx 1- x 2û
d( x 1, 9D ) > 1, 令 C为 D 中连结 x 1 , x 2两点的拟双曲测地线, 在 C上选取 y 1, y 2,

⋯, y m, ym+ 1使得 y 1= x 1, y m+ 1= x 2 , 对 j = 1, 2, ⋯, m- 1有ûy j- y j+ 1û/ d( y j , 9D ) = b1和

ûy m- y m- 1û/ d( y m, 9D )≤b1, 利用( 5)式可得

K D′( f ( x 1) , f ( x 2) ) ≤ 6
m

j= 1
K D′( f ( y j ) , f ( y j+ 1 ) ) ≤ m ( 10)　

而由( 8)有　　　K D ( x 1 , x 2 ) = 6
m

j = 1
K D ( y j , y j + 1) )≥6

m- 1

j = 1
K D ( y j , y j + 1)

≥m- 1
2 b1≥

m
4 b1 ( 11)　

而( 10)和( 11)两式有

K D′( f ( x 1 ) , f ( x 2) ) ≤
4
b1
K D ( x 1 , x 2 ) =

4K K

21- K
a

K
1
K D ( x 1, x 2) ( 12)　

结合( 9) , ( 12)及4K
K
/ 2

1- K
a
K
1 > 2K / a1有

K D′( f ( x 1 ) , f ( x 2) ) ≤
4K K

2
1- K

a
K
1
max {K D ( x 1, x 2)

1/ K
, K D ( x 1 , x 2 ) }
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定理2的证明　

固定 x 1, x 2∈D , 假设 f 是R-
n
上的Mobius 变换, 选择 x 3∈9D和 x 4∈R-

n
/ D 使得

ûf ( x 1 ) - f ( x 3) û= df ( x 1) , 9D′) ( 13)　

和 f ( x 4) = ∞, 利用Mobius 变换的交比不变性可得

ûf ( x 1 ) - f ( x 2 ) û
df ( x 1 ) , 9D′) =

ûf ( x 1) - f ( x 2 ) û
ûf ( x 1) - f ( x 3 ) û=

ûx 1 - x 2û
ûx 1 - x 3û

ûx 3 - x 4û
ûx 2 - x 4û ( 14)　

　　如果 x 4= ∞, 那以由( 14)可得

ûf ( x 1 ) - f ( x 2 ) û
d( f ( x 1) , 9D′) =

ûx 1 - x 2û
ûx 1 - x 3û≤

ûx 1 - x 2û
d( x 1 , 9D )

因此有
ûf ( x 1) - f ( x 2) û
d( f ( x 1 ) , 9D′) + 1≤

ûx 1 - x 2û
d( x 1, 9D ) + 1

ûx 1 - x 2û
d( x 2, 9D ) + 1 ( 15)　

　　如果 x 4≠∞, 则由三角不等式可得: ûx 3- x 4û≤ûx 1- x 2û+ ûx 1- x 3û+ ûx 2- x 4û

利用( 14)式有:
ûf ( x 1 ) - f ( x 2) û
d( f ( x 1 ) , 9D′) + 1≤

ûx 1- x 2û
ûx 1- x 3û+ 1

ûx 1- x 2û
ûx 2- x 4û+ 1

≤
ûx 1- x 2û
d( x 1, 9D ) + 1

ûx 1- x 2û
d( x 2 , 9D ) + 1

交换 x 1和 x 2同样有　
ûf ( x 1) - f ( x 2 ) û
d( f ( x 2) , 9D′) + 1≤

ûx 1- x 2û
d( x 1 , 9D ) + 1

ûx 1- x 2û
d( x 2, 9D ) + 1

因而　　　　　　J D′( f ( x 1) , f ( x 2) )≤2J D ( x 1, x 2) ( 16)　

如果 f 是 R
- n
上的 K—拟共形映照且 f (∞) = ∞, 那么选择 x 3∈9D 使得ûf ( x 1) -

f ( x 3) û= d( f ( x 1 ) , 9D ) , 利用引理2有

ûf ( x 1 ) - f ( x 2 ) û
d( f ( x 1) , 9D′) + 1≤ B

ûx 1 - x 2û
ûx 1 - x 3û

K

+ 1 ≤ B
ûx 1 - x 2û
d( ( x 1, 9D ) + 1

K

同样可证　　　　
ûf ( x 1 ) - f ( x 2) û
d( f ( x 2) , 9D′) + 1≤B

ûx 1- x 2û
d( ( x 2 , 9D )

+ 1
K

因此有　　　　　J D′( f ( x 1) , f ( x 2) )≤K J D ( x 1 , x 2 ) + logB ( 17)　

对于 R- n 上一般的 K—拟共形照 f , 我们可以分解 f = gõh, h 是 R- 上的 Mobius 变

换, g 是 R- 上的 K—拟共形映照且 g (∞) = ∞。利用( 16)和( 17)可得定理2, 其中 C=

2K , d= logB , B =
1
a1
max { 2,

1
2 ( min { 2, K } )

K
} , a1∈(

1
2 ( 3 - 2 )

8K
, 2( 3 -

2 )
8K
) , 定理2得证。
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