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　　摘　要　本文描述了构造保形插值曲线的一个新方法, 在相邻型值点之间构造三次参

数曲线, 所构造的曲线是局部的,保形的和 G 2连续的。
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Abstract　This paper presents shape- preserving alg orithm, the cubic parametrical

curve is constr ucted betw een tw o cosecute data points, the resulted inter polat ing spline

curve is lo cal, shape- preserving and G
2- continuous.
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曲线的保形插值在计算机辅助几何设计中有着非常重要的作用,已越来越引起人们

的关注和重视。已有许多作者作了深入的研究,取得了丰富的研究成果 [ 1、2]。分段参数曲线

的插值方法已有不少, 但这些方法或是不能局部修改
[ 3]
, 或是高次的

[ 4]
,或是段数很多

[ 5]
,

而对分段参数曲线的保形插值, 人们研究得还很少。目前比较典型的有 T . N. T . Goodman

等提出的以曲率为自由参数的分段三次保形插值法
[ 6]
。这些方法要么在型值点处取曲率

为零,要么通过解二次非线性方程组近似求解 B�zier 点, 因此曲线的构造较复杂, 且曲率

参数很难调节曲线的形状。本文提出的方法是:在每相邻两型值点之间构造两段三次

B�zier 曲线,所有B�zier 点由 G
2
连续性条件直接计算得到。所构造的插值曲线是局部的、

保形的和G 2连续的,曲线的自由参数还能很好地调节曲线的形状。

95

X 1996年 3月 10日收稿



1　保形分段插值的构造

给定平面上的有序点列 P i = ( x i , y i) ( i = 0, 1, 2,⋯, n) , 依次用直线段连接相邻两

圆点·表示拐点

图 1

点,构成一个多边形,记为( P 0 P 1⋯P n ) , 称该多边形为

型值多边形, 记它们的边向量分别为:

　　ai= P i- 1- P i　( i= 1, 2, ⋯, n)

并且记

　　a0= - a2,　an+ 1= - an- 1

定义　已知多边形( P 0 P 1⋯Pn ) , 如果 ai- 1×a i 与

ai×ai+ 1平行且有相反的方向, 则我们称 P i 是多边形

( P 0 P1⋯P n)的拐点(如图 1所示)。

本文目的是构造分段三次的 B�zier 曲线,使曲线具有如下性质:

( 1) 插值型值多边形项点;

( 2) 曲线具有二阶几何连续,且可局部修改;

( 3) 曲线的拐点个数等于型值多边形的拐点个数。

下面假设过 P i , P i+ 1两点的三次B�zier曲线偶为R i( t ) = ( r 2i+ 1 ( t) , r2i+ 2 ( t) ) ( 0 < t <

1) ,这里 r 2i+ 1( t ) 和 r 2i+ 2都是三次 B�zier 曲线; R i ( t) 在两段 B�zier 曲线的连接处是 G 3连

续的,且在两个端点分别插值 P i ( t = 0) , P i+ 1 ( t = 1) .

下面分步描述插值曲线的构造过程:

1. 1　插值曲线在型值点处的切矢

由型值多边形的边矢定义插值曲线在 P i 处的切矢 Ti 如下:

如果P i 是多边形( P 0 P1⋯P n)的拐点,则令

T i = tiai + ( 1 - ti) ( - ai+ 1) , ( 1)

否则令

Ti = tiai + ( 1 - ti ) ( ai+ 1 ) , ( 2)

其中 0< t i< 1,是确定切矢 Ti 方向的调节参数。

特别,如果 P i- 1 , P i , P i+ 1三点共线,则定义

T i- 1 = T i = Ti+ 1 = ai ,

即选取 ti- 1 = 0, ti+ 1 = 1.

现在我们考虑两点 P i, P i+ 1, 通过切矢的定义我们知道 T i×Ti+ 1总是平行 ai+ 1×T i 且

有相同的方向,所以容易求得分别过 P i 和P i+ 1且平行于 Ti 和 Ti+ 1的直线 l i 和 li+ 1的交点

V i ;

V i = P i +
ûai+ 1× Ti+ 1û
ûTi × Ti+ 1û T i　( i = 0, 1, 2,⋯, n - 1) , ( 3)

1. 2　B�zier 点的定义

如图 2所示, 令

　　　C i = V i + Ki( P i - V i ) ,

　　　D i = V i + Li( P i+ 1 - V i ) ,
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圆点·表示 B�zier 点

图 2

　　　Q i = D i + Qi( C i - D i )

　　　( i = 0, 1,⋯, n) ,　　　　　　　　( 4)

其中 0 < Ki, Li ,Qi < 1是用户选取的自由参数。

下面分两种情况定义B�zier 曲线段 r 2i ( t) ( i = 1,

2, ⋯, n) 和 r 2i+ 1( t ) ( i = 0, 1, ⋯, n - 1) 的 B�zier 点

bj , 2i( j = 0, 1, 2, 3; i = 1, 2, ⋯, n) , bj , 2i+ 1( j = 0, 1, 2, 3;

i = 0, 1, 2, ⋯, n - 1) .

( 1) 初定义 B�zier 点

　　　b1, 2i = D i- 1 + l2i ( Qi- 1 - D i- 1 ) ,

　　　b2, 2i = D i- 1 + l2i ( P i - D i- 1 ) , i = 1, 2,⋯, n, ( 5)

　　　b3, 2i = P i ,

和

　　　b0, 2i+ 1 = P i ,

　　　b1, 2i+ 1 = C i + l2i+ 1 ( P i - C i) ,　i = 0, 1, 2,⋯, n - 1, ( 6)

　　　b2, 2i+ 1 = C i + l2i+ 1 ( Qi - C i) ,

并且

b3, 2i+ 1 = b0, 2i+ 2 = x ib2, 2i+ 1 + ( 1 - x i) b1, 2i+ 2;　i = 0, 1,⋯, n - 1, ( 7)

式中 0 < l 2i, l 2i+ 1; x i < 1都是待定系数。

( 2) 重新定义部分 B�zier 点

对于 i = 2, 3,⋯, n - 1,如果 P i 是多边形( P 0 P1⋯P n) 的拐点, 则重新定义

b1, 2i = D i- 1 , b2, 2i+ 1 = C i, ( 8)

由上面的B�zier 点可以得到整条分段三次曲线 r ( t)

r2i+ 1( t ) = ∑B j , 3 ( t) bj , 2i+ 1　( i = 0, 1, ⋯, n - 1)

r2i( t ) = ∑B j , 3 ( t) bj , 2i　( i = 1, 2, ⋯, n)
( 9)

式中B j , 3 ( t) = C
j
3t

j
( 1 - t)

3- j
, 0 < t < 1.

1. 3　确定待定系数

由前面 B�zier 点的选取知,分段三次曲线 R ( t) 插值多边形( P 0 P1⋯P n) 的所有顶点

P i , 且R( t ) 是G
1
连续的,再由图2知,分段三次曲线 r( t ) 仅仅在型值多边形的拐点处生成

一个拐点,即 r ( t) 的拐点个数等于多边形( P0 P 1⋯Pn )的拐点个数,下面根据R( t) 的G
2
连

续充要条件求解未知数 l 2i, l 2i+ 1, x i , 从而确定所有的B�zier 点。

如果 P i 是多边形( P 0 P 1⋯Pn ) 的拐点,则 r( t ) 在P i处也是拐点,因此0 < l2i , l2i+ 1 <

1可以任意选取,

如果P i 不是多边形( P0 P 1⋯Pn ) 的拐点 ,则由 B�zier 曲线的性质, 我们有:

r
′
2i( 1) = 3b2, 2ib3, 2i = 3( 1 - l2i ) D i- 1P i ,

r
″
2i( 1) = 6( r′2i( 1) / 3 - l2iD i- 1P i- 1 + l 2iD i- 1Q i- 1) ,

r
′
2i+ 1( 0) = 3b0 , 2i+ 1b1, 2i+ 1 = 3( 1 - l2i+ 1 ) P iC i ,

r
″
2i+ 1( 0) = 6( l 2i+ 1C iQi - l 2i+ 1P iC i - r

′
2i+ 1 ( 0) / ( 3)
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　　因为 r 2i( t ) 和 r2i+ 1 ( t) 在连接点 P i 处 G
2
连续的充要条件是:

r
′
2i( 1) × r

″
2i( 1)

ûr′2i ( 1) û3 =
r
′
2i+ 1( 0) × r

″
2i+ 1( 0)

ûr2i+ 1 ( 0) û3 ( 10)

将 r
′
2i( 1) , r″2i( 1) , r′2i+ 1 ( 0) , r″2i+ 1( 0) 代入( 10) ,并从图2注意到 D i- 1P i ×D i- 1Q i- 1和P iC i×

C iQi 平行且方向相同,因此( 10)等价于

l 2iûD i- 1P i × D i- 1Q i- 1û
( 1 - l 2i) 2ûD i- 1P iû3 =

l 2i+ 1ûP iC i × C iQiû
( 1 - l2i+ 1 ) 2ûP iC iû3

记

w 2i =
ûD i- 1P i × D i- 1Q i- 1û

ûD i- 1P iû3 ,　w 2i+ 1 =
ûP iCi × C iQ iû

ûP iC iû3

　　如果选取 l 2i ∈ ( 0, 1) ,则求解方程( 10)得到:

l2i+ 1 = 1 -
1

1 + 1 + 4l 2iw 2i/ ( 1 - l2i )
2
w 2i+ 1

很明显有: 0 < l2i+ 1 < 1,剩下的 l1和 l 2n可在区间( 0, 1) 上任意选取。

类似地, 如果选取 l 2i+ 1∈ ( 0, 1) ,则有

l 2i = 1 - 1

1 + 1 + 4l2i+ 1w 2i+ 1/ ( 1 - l 2i+ 1) 2w 2i

同样有 0 < l 2i < 1,剩下的 l 1和 l2n可在区间( 0, 1) 上任意选取。

到此,我们已经证明分段三次曲线在每一个型值点 P i 都是 G
2
连续的,且确定了由式

( 5)和( 6)定义的所有 B�zier 点, 剩下来就是证明每个三次曲线偶段 R ( t) = ( r 2i+ 1( t ) ,

r2i+ 2 ( t) ) 在连接点处是 G 2连续的,并且确定由( 7)式定义的所有 B�zier 点。

在 t = 0, t = 1处,我们有

r
′
2i+ 1( 1) = 3( 1 - x i ) b2, 2i+ 1b1, 2i+ 2

r
″
2i+ 1( 1) = 6( r′2i+ 1( 1) / 3 - b1, 2i+ 1b2, 2i+ 1

r
′
2i+ 2( 0) = 3x ib2, 2i+ 1b1, 2i+ 2

r
″
2i+ 2( 0) = 6( b1, 2i+ 2b2, 2i+ 2 - r

′
2i+ 2 ( 0) / 3

r i ( t) 在连接点 G
2
连续的充要条件是

r
′
2i+ 1( 1) × r

″
2i+ 1( 1)

ûr′2i+ 1( 1) û3 =
r
′
2i+ 2( 0) × r

″
2i+ 2( 0)

ûr′2i+ 2 ( 0) û3

将 r
′
2i+ 1 ( 1) , r

″
2i+ 1 ( 1) , r

′
2i+ 2( 0) , r

″
2i+ 2 ( 0) 代入上式化简可求得

x i =
1

1 + y 1/ y 2

, 　i = 0, 1,⋯, n - 1 ( 14)

其中:

y 1 = ûb1, 2i+ 1b2, 2i+ 1× b2, 2i+ 1b1, 2i+ 2û,
y 2 = ûb2, 2i+ 1b1, 2i+ 2× b1, 2i+ 2b2, 2i+ 2û,

显然有 0 < x i < 1

至此, 我们已经证明了分段三次插值曲线 r ( t) 是 G
2 连续的和保形的, 它的所有
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B�zier 点也被确定。下面我们简单地归纳一下构造曲线的步骤

( 1) 确定型值多边形的拐点;

( 2) 由( 1)和( 2)确定插值曲线的切矢;

( 3) 由( 3)计算曲线在相邻两型值点处切线的交点 V i( i = 1, 2,⋯, n - 1) ;

( 4) 由( 4) 确定C i , D i, Q i( i = 0, 1, 2,⋯, n - 1) ;

( 5) 在区间( 0, 1) 上任意选取初值 l 1, l 2i( i = 1, 2, ⋯, n) ;

( 6) 对于 i = 1, 2,⋯, n - 1,如果是多边形( P0P1⋯P n) 的拐点,任意选取 l2i+ 1∈ ( 0,

1) ,否则由( 11) 计算 l 2i+ 1;

( 7) 由( 14) 计算 x i( i = 0, 1, ⋯, n - 1) ;

( 8) 由( 5) - ( 8)计算所有 B�zier 点, 代入分段三次 B�zier 曲线表示,则可计算曲线上

的任意点;

( 9) 转( 1)修改曲线在型值点处的切矢方向,转( 4) , ( 5)调节曲线段的形状。

2　数值例子

图 3是用本文方法绘制的一条保形插值曲线,该曲线通过 10个型值点

图 3　保形插值曲线
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