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摘　要　本文研究了试验函数空间 D ( 8 )的非标准包( D) ^ 及其性质,并给出了( D) ∧中

元素的构造。最后, 证明了( D) ∧与 D( 8 )有着类似的结构, 而且( D) ∧也可作为一类局部凸空

间的严格归纳极限。
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Abstract In this paper, We study the nonstandard hull ( D ) ∧ of the test functio n

space D ( 8 ) and its pro pert ies, and g ive the structure of the elem ents in ( D )
∧

. Finally,

We prove that ( D )
∧

and D ( 8 ) ar e similar in their st ructures, and ( D )
∧

is the st rict in-

duct ive limit of a class of local convex spaces.
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对于广义函数的非标准研究, 自从 A . Ro binson 在文献[ 1]提出以来, 国内外学者较

圆满地解决了经典广义函数理论中许多棘手的问题。例如文献[ 4] [ 5]通过对非标准 D函
数的研究,把广义函数同一个普通的函数对应起来; 文献[ 11] [ 12]用非标准方法研究了广

义函数的乘法,大大推广了经典的乘法运算。如何对广义函数定义域的试验函数空间非标

准特征进行刻划, 对它的非标准包的结构及性质作出全面的描述, 对于更进一步用非标准

分析方法来研究广义函数是非常重要的。

1　预备知识

在本文,记 8 为几维欧氏空间 R
n 中的一个固定的开集,而{K iûi∈N }为 8 的一个紧
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集列,且满足: K 1< K 2< ⋯< K i< ⋯; ∪
i∈N

K i= 8。N 为自然数集, N 0= N∪{ 0}。R + = { x∈

Rûx> 0}C
m( 8 )为定义在 8 上具有直到 m阶连续偏导数的实值函数全体,而记

E( 8 ) = ∩
m∈N

0

C
m( 8 ) ¦ C

∞ ( 8 )

D ( 8 )为 E( 8 )中具有紧支集的全体函数之集,对 i∈N , D ( 8 , K i)为支集含于 K i 的 E( 8 )

中函数全体。对于 A= (A1, ⋯, An)∈N
n
0 ,记ûAû= A1+ ⋯+ An,设 p = ( p 1 ,⋯, p n )∈R

n, U∈E

( 8 ) , 5AU( p ) = 5A1
+ ⋯+ A

n

5p A
11 ⋯5p Ann U

( p )。在 E( 8 )定义半范数

p m, i =
sup　　　　
p ∈K i, ûAû≤ m

　û5AU(p ) û　　( U∈E ( 8 ) ) ( 1)

则半范数族{ p m, iûm∈N 0, i∈N }定义了 E ( 8 )上的局部凸拓扑, 记之为 e。对每个 i∈N ,

{ p m , iûm∈N 0}定义了 D ( 8 , K i )上的局部凸拓扑, 记之为 d i。D ( 8 ) = ∪
i∈N

D ( 8 , K i ) , 在 D

( 8 )上定义严格归纳拓扑, 记为 d,即 d 是使每个嵌入映射 J
ø
i : D ( 8 , K i) ` D ( 8 ) ( i∈N )为

连续的最强的局部凸拓扑。对于一个拓扑向量空间( E, H) ,记F H( 0)为E 中 0的均衡邻域

组成的邻域基, LH( 0)表示 0的单子。若 E 为局部凸空间,则F H( 0)表示 E 中 0的全体均

衡凸领域所成之集。且假定我们的讨论在一个足够大的多饱和模型中进行。文中其余没

有说明的概念与记号可见文献[ 2] [ 8]。

我们已经证明下面的命题:

命题 1. 1　设 i∈N ,则下述断言成立:

( i )Ldi ( 0) < Ld i+ 1( 0) ;

( ii )对任何 k∈N , Ldi+ k ( 0)∩*
D ( 8 , K i) = Ldi ( 0) ;

( iii )Ld ( 0)∩
*
D ( 8 , K i) = Ldi ( 0) ;

( iv ) fin e( *
E ( 8 ) ) = nse(

*
E ( 8 ) )。

设( E , H)为拓扑向量空间, 称商空间 f inH(
*
E ) /LH( 0)为 E 的非标准包, 记之为( E)

∧
,

而设 H~为*
E 中由 0的邻域基{ *

VûV∈F ( 0) }所决定的拓扑。由命题 1. 1,试验函数空间

E( 8 )的非标准包( E( 8 ) )
∧
和自身是代数同构的,所以本文主要讨论 D ( 8 )的非标准包( D

( 8 ) ) ∧ ,且今后简记为( D ) ∧。

命题 1. 2　设( E , H)为实数集R 上的拓扑向量空间, 则有

( i ) ( E ) ∧是实数集 R 上的一个线性空间;

( ii )拓扑 H~限制在 finH( *
E )上是一个向量拓扑,且 f inH(

*
E)是*

E 中的 H~- 闭子集;

( iii )H~限制在 E 中即为 H,即 H~∩E≡{V~∩EûV~∈H~} = H。
证明　( i)、( ii)由文献 [ 2]即得。至于( i ii) ,任取集合 V∈F ( 0) ,有*

V∩E= V ,故 H~

∩E= H。另一方面, 设 V
~ 是 E 中 0的邻域, 则有 V∈F ( 0) ,

*
V< V

~, V=
*
V∩E< V

~∩E,

故 V
~∩E 是 E 中 0的邻域,这样 H~∩E< H。故( iii )成立。

由于 LH( 0)也是 R 上的线性空间,取( E )
∧
上的拓扑为商拓扑,则( E )

∧
即为一个拓扑

向量空间。

2　( D ) ∧的结构

对于 i∈N ,记 D
~

i= *
D ( 8 , K i ) ,设序列{D ( 8 , K i ) ûi∈N }的非标准扩张为{D~ iûi∈　
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　*
N } , 则D

~
i< D

~
i+ 1 ( i∈*

N ) , ∪
i∈* N

D
~

i= *
D ( 8 )。若 i∈*

N ,设 I i: D~i→*
D ( 8 )为嵌入映射,

当 i∈N 时,有 I i=
*
J
ø
i。记

Ci = { I
- 1
i (

*
V ) ûV ∈F d ( 0) }　　( i∈

*
N ) ( 2)

若 i∈*
N \ N ,则记D

~
i 以Ci 为0的邻域基所决定的拓扑为 d

~
i。若 i∈N , 则在 D

~
i 中,Ci 是

关于拓扑d
~

i 的 0的邻域基。又记

f ind
~
i ( D

~
i) = I

- 1
i ( f ind

~( *
D ( 8 ) ) )　　( i ∈*

N ) ( 3)

　　命题 2. 1　设 i∈N ,则 f ind i( D
~

i ) = f ind~ i( D
~
i )。

证明　设 F∈f ind i( D~i ) ,则 F∈
*
D ( 8 ) , I

- 1
i ( F ) = F。任取 V∈F d ( 0) ,设 V = ∪

j∈N
V j ,

而 V j∈F d j ( 0) , V j< V j+ 1 ( j∈N ) ,则有 k∈N , F∈k·
*
V i< k·

*
V ,即 F∈find ( *

D ( 8 ) ) ,

这样 F∈find~i ( D~ i) , find i( D- i ) < f ind~ i ( D~ i)。反之,设 F∈f ind~ i( D~ i) , 则必有 F∈D
~

i, I
- 1
i ( F) =

F, F∈f ind ( *
D ( 8 ) ) ,故任取M∈*

N \ N ,
1
M·F∈Ld ( 0)∩D

~
i,由命题 1. 1,

1
M·F∈Ld i( 0) ,

故 F∈findi ( D~ i) , findi ( D~ i) < f ind i( D~ i ) ,命题得证。

定理 2. 1　设 i∈
*
N ,拓扑 d

~
i 限制在 find~ i( D~ i )上是一个局部凸的向量拓扑。

证明　若 i∈N ,则由命题 1. 2与命题 2. 1, d~i 限制在 f ind i( D~ i )上是一个向量拓扑。下

设 i∈
*
N \ N。

¹ 任取 V
~

1 , V~ 2∈Ci, 则有 V 1 , V 2∈F d ( 0) ,使 V
~

j = I
- 1
i (

*
V j ) ( j = 1, 2) , V~1∩V

~
2= I

- 1
i

( *
V 1∩*

V 2) = I
- 1
i ( *

V 1∩V 2) ) ,从而V
~

1∩V
~

2∈Ci。

º设 V
~∈Ci ,则有 V∈F d ( 0) , V

~= I
- 1
i ( *

V )。而有 V 1 , V 2∈F d ( 0) ,使 V 1+ V 2< V ,

故*
V 1+ *

V 2< *
V ,且易验证

I
- 1
i (

*
V 1 ) + I

- 1
i (

*
V 2 ) < I

- 1
i (

*
V 1 +

*
V 2 ) < I

- 1
i (

*
V ) ( 4)

令 V
~
j = I

- 1
i ( *

V j ) ( j= 1, 2) ,则 V
~

1 , V
~∈C, V

~
1+ V

~
2< V

~。

»任取V
~∈C,设 V∈F d ( 0) , V~= I

- 1
i ( *

V )。V 为均衡集,则任取 A∈R, ûAû≤1时, AV
< V , I

- 1
i (A*

V ) < I
- 1
i (

*
V ) , AV~< V

~。

¼ 若V
~∈Ci, V∈F d ( 0) , V~= I

- 1
i (

*
V )。任取 F∈f ind~ i( D~ i ) ,则 F∈f ind (

*
D ( 8 ) ) , I

- 1
i

( F ) = F。有 K0∈R + , 使 K0·F∈
*
V ,从而任取 K∈R , ûKû≤K0 时, KF=

K
K0
·K0F∈

*
V , KF∈

V
~ ,即V

~ 限制在 f ind~ i( D~i )是吸收的。综合上述¹ ～¼ , 在 f ind~ i( D~ i )上有唯一的向量拓扑d
ø,

使 d
ø
以Ci∩f ind i( D~i≡{V~∩f ind~ i( D~ i) ûV~∈Ci}为 0的邻域基。显见 dø= d

~
iûf ind~ i( D~ i ) ,即 d

~
i

限制在 f ind~ i( D~ i )上为一个向量拓扑。

总之, 对 i∈
*
N , d~ i 限制在 f ind

~
i( D~ i )上为向量拓扑。且易验证,Ci 中每个集为凸集,故

此拓扑局部凸。

设 i∈
*
N ,称 F∈D

~
i 为 d

~
i-有限点, 若任取 V

~∈Ci ,存在 k∈N ,使 F∈k·V
~ ,而记 Ld~ i

( 0) = ∩
V
~
∈C i

V
~ , 称 Ld~ i ( 0)为 0的 d

~
i 单子。

命题 2. 2　设 i∈
*
N ,则有

( i ) find
~
i ( D~ i) = {F∈D

~
iûF 为d

~
i-有限点} ;

( ii )若 i∈N , Ld
~
i( 0) = Ld i( 0) ;
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( iii ) F∈find~i ( D~ i)当且仅当任取M∈*
N \ N ,

1
M·F∈Ld~ i( 0)。

证明　( i) :设F∈f ind
~
i( D~ i ) ,则 F= I

- 1
i ( F) , F∈f ind ( *

D ( 8 ) ) , F∈D
~

i。任取 V
~∈Ci ,设

V∈F d ( 0) , V~= I
- 1
i (

*
V )。存在 k∈N , F∈k·

*
V ,故 F∈k·I

- 1
i (

*
V ) = k·V

~ ,即 F 为 d
~
i-

有限点。反之,设 F 为d
~
i-有限点, 则F∈D

~
i, I i ( F) = F∈

*
D ( 8 )。任取 V∈F d ( 0) , 则V

~≡

I
- 1
i ( *

V )∈Ci,从而有 k∈N , F∈k·V
~= I

- 1
i ( k·*

V ) , F∈k·*
V , 故 F∈find ( *

D ( 8 ) ) , F

∈f ind i ( D~ i)。( i)得证。

( ii ) :设 F∈Ld~ i( 0) ,则 F∈D
~

i=
*
D ( 8 , K i ) , I

- 1
i ( F) = F。任取 V∈F d ( 0) ,则由于 I

- 1
i

(
*
V )∈Ci ,有 F∈I

- 1
i (

*
V ) , F∈

*
V , 故F∈Ld ( 0) , F∈Ld( 0)∩D

~
i= Ld i( 0)。这样 Ld

~
i( 0) <

Ld i( 0)。反之,设 F∈Ld i( 0) ,有 F∈D
~

i, I
- 1
i ( F ) = F。而 F∈Ld ( 0) , 故任取 V

~∈Ci ,有 V∈

F d ( 0) , V~= I
- 1
i (

*
V ) , F∈

*
V ,这样 F= I

- 1
i ( F )∈I

- 1
i (

*
V ) = V

~ ,则 F∈Ld~ i ( 0) , Ld~i ( 0) = Ld i

( 0) . ( ii )得证。

( i ii) : 若 i∈N ,则由命题2. 1与上述( ii )显见。设 i∈
*
N \ N ,若 F∈f ind~ i( D

~
i) ,由( i ) , F

为d
~
i-有限点。任取 V

~∈Ci, 存在 K0∈R + , K0F∈V
~ ,且由定理 2. 1证明中的» , V~ 为均衡集,

故任取M∈*
N \ N , K0·M> 1,

1
MF=

1
K0MK0F∈V

~ , 从而
1
MF∈ ∩V~∈Ci

V
~= Ld

~
i( 0)。反之,若对任意M

∈
*
N \ N ,

1
MF∈Ld

~ i ( 0) , 任取 V
~∈Ci, 则由饱和性知,存在 k∈N ,

1
k
F∈V

~ , 即 F∈k·V
~ , F

为 d i-有限点, F∈find
~
i ( D

~
i)。( iii )得证。

定理 2. 2　设 i∈*
N ,则有下述命题成立:

( i )Ldi ( 0) < Ld i+ 1( 0) ;

( ii )对任何 k∈*
N , V∈F d ( 0) ,有 I

- 1
i+ k( *

V )∩D
~

i= I
- 1
i ( *

V ) ;

( iii )对任何 k∈
*
N , Ld i+ k( 0)∩D

~
i= Ld

~
i( 0) ;

( iv )Ld ( 0)∩D
~

i= Ld~ i( 0) ;

( v ) find( *
D )∩D

~
i= f ind

~
i ( D~ i) , 且对任何 k∈

*
N , f ind

~
i+ k( D i+ k∩D

~
i= find

~
i ( D~ i)。

证明　( i) : 由 Ld~ i ( 0)定义, 并考虑到对任何 V∈F d ( 0) ,有 I
- 1
i (

*
V ) < I

- 1
i+ k (

*
V ) ,即可

得证。

( ii ) :由 I i 为嵌入映射,直接验证即得。

( ii i) : 由( i )并考虑到 D
~

i= Ld
~
i( 0) , Ld

~
i+ k( 0)∩D

~
i= Ld

~
i ( 0)。反之,设 F∈Ld i+ k( 0)∩D

~
i,

则 I
- 1
i ( F) = F,且任取 V

~∈Ci,设 V∈F d ( 0) , V~= I
- 1
i ( *

V ) = I
- 1
i+ k( *

V )∩D
~
i。而 I

- 1
i+ k (

*
V )

∈Ci+ k,故 F∈I
- 1
i+ k(

*
V )∩D

~
i, F∈V

~ , F∈Ld~i ( 0) , Ld~ i+ k ( 0)∩D
~

i< Ld~ i( 0)。( iii)得证。

( iv ) :设 F∈Ld ( 0)∩D
~
i ,有 I

- 1
i ( F) = F。任取 V

~∈F d i( 0) , 设 V∈F d ( 0) , V~= I
- 1
i (

*

V )。而F∈*
V∩D

~
i ,则F∈I

- 1
i ( *

V ) = V
~ , F∈Ld

~
i( 0)。从而Ld ( 0)∩D

~
i< Ld

~
i( 0)。反之,设 F

∈Ld
~
i ( 0) ,则对任意 V∈F d ( 0) , F∈I

- 1
i ( *

V ) ,故 I
- 1
i ( F ) = F∈I

- 1
i ( *

V ) , F∈*
V , F∈Ld

( 0) , Ld
~
i( 0) < Ld ( 0)∩D

~
i. ( iv )得证。

( v ) :由命题 2. 2与上述( iii ) ( iv )即得。

由定理 2. 2,容易验证

Ld~ i( 0) < Ld ( 0) ( i∈
*
N ) , ∪

i∈
*
N

Ld~ i( 0) = Ld ( 0) ( 5)
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设 i∈
*
N , F∈

*
D ( 8 ) ,记

[ F ] i =
{G ∈ D

~
iûG - F ∈ Ld~ i ( 0) }　若 F ∈ D

~
i

Á 　　　　　　　　　　　　否则
( 6)

[ F] = {G ∈*
D ( 8 ) ûG - F ∈ Ld ( 0) } ( 7)

则由定理 2. 2及( 5) ,下式是显然的:

F ∈*
D ( 8 ) , [ F] i < [ F] i+ 1 ( i∈*

N ) , ∪
i∈

*
N

[ F ] i = [ F] ( 8)

设 i∈
*
N ,由于 Ld~ i( 0)是 R 上的线性空间,故记

( D i )
∧

= f ind~ i( D
~

i) /Ld~ i( 0) ( 9)

称( D i)
∧
为 D

~
i 的非标准包,并在( D i)

∧
上取商拓扑, 则( D i )

∧
即为一个拓扑向量空间。今

后, 对[ F ] i∈( D i)
∧

, 总设代表元为 F∈f ind
~
i ( D

~
i) , [ F ]∈ ( D )

∧
, 代表元为 F∈f ind (

*
D

( 8 ) )。

定理 2. 3　D ( 8 )的非标准包( D ) ∧可表示为

( D ) ∧= { ∪
j∈* N

[ F ] jûF ∈ find ( *
D ( 8 ) ) } ( 10)

　　证明　设[ F ]∈( D ) ∧ , F∈f ind ( *
D( 8 ) ) ,则由( 8) , [ F ] = ∪

j∈
*

N

[ F ] j,从而[ F ]∈{ ∪
j∈

*
N

[ F ] jûF∈f ind (
*

D( 8 ) ) } , ( D)
∧< { ∪

j∈
*

N
[ F] jûF∈find(

*
D ( 8 ) ) }。反之,任取 G

~∈{ ∪
j∈

*
N

[ F] jû

F∈find (
*
D ( 8 ) ) , 则有 F∈find (

*
D ( 8 ) ) ,使 G

~= ∪
j∈* N

[ F ] j = [ F]∈( D )
∧

, 即( D )
∧= { ∪

j∈* N

[ F ] jûF∈f ind(
*
D ( 8 ) ) }。( 10)得证。

3　( D ) ∧的性质

设 i∈*
N ,在( D i ) ∧与( D ) ∧分别取商拓扑, 则由定理 2. 1, ( D i) ∧与( D ) ∧为局部凸空

间,分别记其上的拓扑为 d
∧

i 与 d
∧

。设 H: f ind ( *
D ( 8 ) )→( D ) ∧为商映射, 即

F ∈ find ( *
D ( 8 ) ) , H( F ) = [ F] ( 11)

而对 i∈
*
N ,设 Hi: f ind

~( D
~

i )→D i ) ∧为商映射, 即

F ∈ f ind
~
i ( D

~
i) , Hi( F ) = [ F] i ( 12)

记F d
~( 0) = { *

VûV∈F d ( 0) } ,F d
~
i ( 0) = Ci= { I

- 1
i ( *

V ) ûV∈F d ( 0) } ( i∈N ) , 则

F d
~ ( 0) ∩ f ind ( * D( 8 ) ) ≡ { V~ ∩ f ind ( *

D ( 8 ) ) ûV~ ∈F d
~( 0) }

F d
~
i( 0) ∩ f ind

~
i( D

~
i ) ≡ {V~ ∩ f ind

~
i( D

~
i ) ûV~ ∈F d

~
i ( 0) }

分别为 f ind (
*
D ( 8 ) )与 find~i ( D

~
i)上 0的均衡凸的邻域基。故( D )

∧
中 0的一个邻域基为

D= {H( V~ ∩ find(
*

D( 8 ) ) ) ûV
~
∈F d~( 0) } ( 13)

而( D i)
∧

( i∈
*
N )中 0的一个邻域基为

Di = {Hi ( V~ ∩ f ind~ i( D
~

i ) ) ûV~ ∈F d
~

i ( 0) } ( 14)

设 i , j∈
*
N , i≤j ,定义映射 J j i: ( D i)

∧
→( D j )

∧
,使得

[ F] i ∈ ( D i)
∧

,　J j i( [ F ] i = [ F ] j ( 15)

而对 i∈*
N ,定义映射 J i: ( D i) ∧→( D ) ∧,使

[ F] i ∈ ( D i) ∧ , J i ( [ F] i ) = [ F] ( 16)

104



　　定理 3. 1　下列命题成立:

( i )设 i, j∈
*
N , i≤j ,则 J j i是单射, 且是连续的;

( ii )设 i∈
*
N , 则 J i 是单射, 且是连续的。

证明　只证( i) , 至于( ii) ,证明是类似的。

设 [ F ] i, [ G] i∈( D i) ∧ , [ F] i≠[ G] i, 则 F- G∈f ind
~
i( D~ i) , 但 F- G∈Ld

~
i( 0) , 则由定理

2. 2, F- G∈Ld~ i( 0) , [ F ] j≠[ G] j ,即 J j i( [ F] i )≠J j i( [ G] i) , J j i是单射。下证 J j i是连续映射。

对 i, j∈
*
N , i≤j ,设 I j i: find

~
i ( D

~
i)→f ind

~
j ( D~ j )为嵌入映射,取相对拓扑, 易验证 I j i是连续

的,且 Hj·I j i= J j i·Hi,即下图可交换:

fin d
~
i　( D~ i)

I j i
f in d

~
j　( D~j )

Hi Hj

( D i ) ∧
J j i

( D j ) ∧

任取U∈d
∧

j ,由于 I j i, Hj 连续, 则 I
- 1
j i (H- 1

j ( U ) )为 f ind
~
i( D

~
i )中的开集。而 H- 1

i ( J
- 1
j i ( U ) ) = I

- 1
j i

(H- 1
j ( U ) ) ,故 H- 1

i ( J
- 1
j i ( U ) )为 find

~
i ( D~ i)中的开集。而 Hi 是开映射, 且

Hi( H- 1
i ( J - 1

j i ( U ) ) ) = J
- 1
j i ( U ) ( 17)

故 J
- 1
j i ( U )为( D i) ∧中开集,即 J

- 1
j i ( U )∈d

∧

i,从而 J j i连续, ( i )得证。

由定理 3. 1, 对 i , j∈*
N , i≤j ,则可视( D i ) ∧为( D j ) ∧的子集,而每个( D i) ∧( i∈*

N )均

可视为( D ) ∧的子集,在这个意义上,即对 i≤j , F∈f ind~ i( D~ i ) ,视[ F] , [ F] i , [ F] j 同一,有

( D )
∧

= ∪
i∈

*
N

( D i)
∧

( 18)

在下文中,我们均作此假设。

定理 3. 2　设 i∈
*
N ,则有

( i ) d
∧

i+ 1û( D i) ∧= d
∧

i ;　　( ii) d
∧

û( D i ) ∧= d
∧

i。

证明　( i) : 由 d
∧

i 的定义,只需证Di+ 1∩( D i) ∧= Di。任取 U∈Di,则有 V∈F d ( 0) ,

使 U= Hi( I - 1
i (

*
V )∩find~i ( D~ i) )。而由定理2. 2, I

- 1
i+ 1 (

*
V )∩D

~
i= I

- 1
i (

*
V ) ,则 U= Hi( I - 1

i+ 1 (
*

V )∩f ind~ i( D~ i ) )。又容易验证:

Hi+ 1 ( I
- 1
i+ 1 (

*
V )∩find~i ( D~ i) ) = Hi+ 1 ( I

- 1
i+ 1(

*
V )∩find~ i+ 1 ( D~ i+ 1 ) )∩( D i )

∧
= Hi( I - 1

i+ 1 (
*
V )∩

find~ i( D~ i ) ) ,从而 U= Hi+ 1( I
- 1
i+ 1 ( *

V )∩find~i+ 1 ( D~i+ 1 ) )∩( D~ i) ∧∈Di+ 1∩( D i) ∧ ,Di< Di+ 1∩

( D i ) ∧。反之,设 U∈Di+ 1 ,则有 V∈F d ( 0) , 使U∩( D i) ∧= Hi+ 1( I
- 1
i+ 1( *

V )∩f ind~ i+ 1( D~i+ 1 ) )

∩ ( D i)
∧

,从而 U∩( D i )
∧

= Hi ( I - 1
i+ 1 (

*
V )∩f ind~ i ( D~ i) ) = Hi( I - 1

i (
*
V )∩find~

i
( D~ i ) )∈Di, 故

Di+ 1∩( D i ) ∧< Di。这样,Di + 1∩(Di ) ∧= Di。( i )得证。

关于( ii )的证明是类似的。

关于 H与 Hi 的性质,我们有

定理 3. 3　设对 i∈
*
N , A i< f ind~ i( D

~
i ) ,则有

∪
i∈

*
N

Hi ( A i) = ∪
i∈

*
N

H( A i ) = H( ∪
i∈

*
N

A i )

　　证明　由于对F∈f ind
~
i( D

~
i ) , [ F ]与[ F ] i 为同一元素, 故Hi( A i) = H( A i) ( i∈

*
N ) ,从而
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第一个等式显见, 至于第二个等式直接验证即可。

定理 3. 4　( D ) ∧上的拓扑 d
∧

是使对每个 i∈
*
N , 嵌入映射 J i : ( D i) ∧→( D ) ∧为连续的

最强局部凸拓扑。从而( D ) ∧是局部凸空间类{ ( ( D i) ∧ , d
∧

i) ûi∈*
N }的严格归纳极限。

证明　由定理 3. 1, 对每个 i ,关于 d
∧

, J i 是连续的。若( D )
∧
另有一个局部凸拓扑 dø,

dø= d
∧

且对每个 i∈
*
N , J i 关于dø是连续的。任取( D )

∧
关于 dø的0的邻域 V

~, 则对每个 i

∈
*
N ,存在V∈F d( 0) ,使 Hi( I -1

i (
*
V )∩find

~
i ( D

~
i) ) < J

- 1
i ( V~)。由( 18)易验证, V~= ∪

j∈* N

J
- 1
i

( V~) ,故由定理 3. 3知, H( *
V∩find ( *

D ( 8 ) ) ) < ∪
i∈* N

Hi( I - 1
i ( *

V )∩find
~
i ( D

~
i ) ) < V

~, 但 H( *
V

∩f ind ( *
D ( 8 ) ) )∈D,故 V

~ 是( D ) ∧关于d
∧

的0的邻域。从而dø< d
∧

。即 dø= d
∧

, d
∧

是使每个

J i ( i∈
*
N )为连续的最强的局部凸拓扑。考虑到( 18)及定理 3. 2,知( D ) ∧ , d

∧

)为{ ( ( D i) ∧,

d
∧

) ûi∈*
N }的严格归纳极限。
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