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薄壳稳定的变分原理
X

黄　炎

(国防科技大学航天技术系　长沙　410073)

摘　要　按照易曲物体的形变理论来确定薄壳的内力和内矩、变形位能以及外力的功,

根据虚位移原理求得临界载荷的能量准则, 并导出稳定问题的平衡方程和边界条件。对公式

进行了合理的分析和简化。
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The Variational Principle of Stability of Thin Shells
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Abstract This paper gives the resultant forces and moments, st rain energ y and the

w ork o f the ex ternal fo rces on the basis of the deformat ion theory of f lexible body. In ac-

cor dance w ith the principle o f virtual displacement , the energ y criterion of crit ical lo ad is

obtained and the equilibrium dif fenent ial equations and boundar y condit ions of stability

pr oblem are der iv ed. T he formula is discussed and simplified.

Key words thin shell , stability, crit ical lo ad

用能量法求解薄壳的稳定问题, 一般均采用扁壳理论[ 1] , 不能精确地解决曲率大的薄

壳稳定问题。用精确的平衡方程的方法尚难求解比较复杂的稳定问题 [ 2]。应用变分学的直

接方法可以有效地解决薄壳稳定的具体问题。

1　薄壳的变形和变形位能

按照易曲物体的形变理论
[ 3]
, 薄壳任一点在坐标线 A1、A2和中曲面法线方向的位移

u
∧

、v
∧

、w
∧

可表为
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u
∧

= u + z H, v
∧

= v + z U, w
∧

= w + z V ( 1)

　　式中u、v、w 为壳体中曲面的位移。由直法线假设可得
[ 4]

H= - e13 ( 1 - e11 ) + e 12e23

W= - e23 ( 1 - e22 ) + e 21e13

V = -
1
2
( e213 + e

2
23 )

( 2)

式中 e11 =
1
A 1

�u
�A1 +

1
A 1A 2

�A 1

�A2 v +
W
R1
,⋯ ( 3)

　　壳体任一点的伸长度 E
∧

11、E
∧

22和切应变 E
∧

12分别为

E
∧

= E11 + z V11 , E
∧

22 = E22 + z V 22, E
∧

12 = E12 + z V 12 ( 4)

式中 E11 = e11 +
1
2
( e211 + e

2
12 + e

2
13) ,⋯ ( 5)

V11 = k 11 + e11k 11 + e12k12 + e 13k13 ,⋯ ( 6)

k11 =
1
A 1

�H
�A1 +

1
A 1A 2

�A 1

�A2W+
V
R1
,⋯ ( 7)

　　当忽略壳体中曲面法向应力 R33时, 壳体的内力 T 1、T 2、T 12和内矩M 11、M2、M12以

及变形位能 A 为
[ 5]

T 1 =
ED

1 - L2 ( E11 + LE22 ) ,⋯ ( 8)

A =
ED

z ( 1 - L2 )k[ E211 + E222 + 2LE11E22 + 1 - L2

2
E212 + D2

12
( V 211 + V 222

+ 2LV11V22 + 1 - L
2

V212 ) ] A 1A 2dA1dA2 ( 9)

　　 应用到 ( 8) 式, 上式可写为

A =
1
2k( T 1E11 + T 2E22 + T 12E12 + M 1V 11 + M2V22 + M 12V12) A 1A 2dA1dA2 ( 10)

　　将虚位移原理应用到处于平衡状态的已变形物体上, 使位移 u、v、w 得到一虚位移

Du、Dv、Dw。此时变形位能得到一增量 DA 为[ 5]

DA =
1
2k( T 1DE11 + T 2DE22 + T 12DE12 + M 1DV11 + M 2DV 22 +

M 12DV 12) A 1A 2dA1dA2 ( 11)

　　增量 DA 应等于作用于壳体上的全部外力在指定的虚位移上所作的功
DA = DR1 + DR 2 ( 12)

　　式中

DR1 = k( q1 * Dv + q2
* Du + qn

* Dw ) A 1A 2( 1 + e11 ) ( 1 + e22 ) dA1dA2 ( 13)
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q
*
1 = q1 + q1e11 + q2e21 - qne13 ,⋯ ( 14)

DR2 =∫( T 1du + T 12Dv + N 1Dw + M 1DH) A 2dA1 +∫( T 21Du + T 2Dv

+ N 2Dw + M 2DW) A 1dA1 + 2PDw ( 15)

2　确定临界载荷的能量准则

设壳体的载荷等于临界载荷, 则壳体将同时有两个可能的无限接近的平衡位置。设

初始平衡位置处于薄膜应力状态, 此时壳体中曲面各点的位移为 u0、v 0、w 0, 而另一个

新的平衡位置的位移为

u = u0 + Au1 , v = v 0 + Av 1 , w = w 0 + Aw 1 ( 16)

　　式中 Au1、Av 1、Aw 1为中曲面各点从初始平衡位置移到新的平衡位置时的附加位移,

而且假定 u1、v 1、w 1是有限的。A是一个不依赖于 A1和 A2的无限小量。将 ( 16) 式代入

( 3) 式可得

e11 = e
0
11 + Aeø11, ⋯ ( 17)

　　e
0
11和 e

ø
11的表示式为将 e11表示式中的u、v、w 分别改为 u0、v 0、w 0和 u1、v 1、w 1。将

上式代入 ( 2) 式和 ( 4) 式可得

H= H0 + AHø + A2H11, ⋯ ( 18)

E11 = E011 + AEø11 + A2E1111, ⋯ ( 19)

　　不难写出 H0等的表示式, 但由于经典理论位置可用于初始平衡位置, 即 e
0
11等和 1相

比是可以略去的, 故简化后可得

H0 = - e
0
13 , Hø = - e

ø
13 ,⋯ ( 18) ø

øE011 = e
0
11 , Eø11 = e

ø
11 ,⋯ ( 19) ø

k11 = k
0
11 + Ak ø11 + A2k1111 ,⋯ ( 20)

　　将 ( 17) 式和 ( 20) 式代入 ( 6) 式, 简化后并略去 A2的项可得

V11 = V011 + AVø11 + AV1111, ⋯ ( 21)

V011 = k
0
11 = -

1
A 1

5e013
5A1 -

1
A 1A 2

5A 1

5A2 e
0
23 ,⋯

Vø11 = k
ø
11 = -

1
A

5eø13
5A1 -

1
A 1A 2

5A 1

5A2 e
ø
23, ⋯

　　将 ( 19) 式和 ( 20) 式代入 ( 8) 式, 并注意到初始平衡位置为薄膜应力状态, 即M
0
1

= M
0
2 = M

0
12 = 0 , 相应地 V011 = V022 = V 012 = 0可得

T 1 = T
0
1 + AT ø

1 + A2T 11
1 ,⋯ ( 22)

M 1 = AMø
1 + A2M11

1 ,⋯ ( 23)

　　将 ( 19) 式, ( 21) 式, ( 22) 式和 ( 23) 式代入 ( 10) 式, 略去 A3及以上的项可得

A = A
0 + AA ø + AA "

A
ø = k[ T 0

1e
ø
11 + T

0
2e
ø
22 + T

0
12 ( eø12 + e

ø
21 ) ] A 1A 2dA1dA2 ( 24)
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A
"
= k{ 12 [ T ø

1e
ø
12 + T

ø
2e
ø
22 + T

ø
12( e

ø
12 + e

ø
21 ) + M

ø
1k

ø
11 + M

1
2k

1
22 + M

ø
12

( k ø12 + k
ø
21) + T

0
1( eø212 + e

ø2
11 + e

ø2
13 ) + T

0
2 ( eø221 + e

ø2
2 2 + e

ø2
23) ] + T

0
12 ( eø11eø21

+ e
ø
12e

ø
22 + e

ø
13e

ø
23 ) }A 1A 2dA1dA2 ( 25)

　　设应用虚位移原理时, 只变化附加位移 Au1、Av 1、Aw 1, 而不变化 u0、v 0、w 0, 则

Du = ADu1 , Dv = ADv 1, Dw = ADw 1 ( 26)

　　通常稳定问题中壳体上的载荷是指与壳体变形有关的表面力。将 ( 17) 式代入

( 14) 式, 然后代入 ( 13) 式, 略去 A3的项, 简化后可得
DR 1 = ADRø

1 + A2DR"
1

DR ø
1 = k( q1Du1 + q2Dv 1 + qnDw 1 ) A 1A 2dA1dA2 ( 27)

DR "
1 = k{ [ q1( eø11 + e

ø
22) + q1e

ø
11 + q2e

ø
21 + qne

ø
13] Du1 + [ q2 ( eø11 + e

ø
22)

+ q1e
ø
12 + q2e

ø
22 - qne

ø
23] Dv 1 + [ qn ( eø11 + e

ø
22 ) + q1e

ø
13 + q2e

ø
23]

Dw 1}A 1A 2dA1dA2 ( 28)

　　在给定边界上的载荷, 力的大小和方向与壳体的变形无关, 由于初始平衡位置为薄

膜应力状态, 相应地 N 1 = N 2 = M 1 = M2 = R = 0。将 ( 26) 式代入 ( 15) 式可得

DR 2 = ADRø
2 = A[∫( T 1Du1 + T 12Dv 1 ) A 2dA2 +∫( T 21Du1 + T 2Dv 1) A 1dA1] ( 29)

　　因此, 对新的平衡位置, 虚位移原理可写为

DA = ADA ø + A2DA " = A( DRø + DRø
2 ) + A2DR"

1

　　由于 A
0
不依赖于 u1、v 1、w 1, 故 DA 0

= 0 , 而 DA ø
、DR ø

1和 DRø
2洽好是初始位置的

虚位移原理的数学公式, 即

DA ø = DR ø
1 + DR ø

2 ( 30)

　　比较以上二式, 可得弹性稳定问题中的变分公式为

DA " = DR "
1 ( 31)

3　确定临界载荷的微分方程

将 ( 17) 式代入 ( 24) 式, 然后和 ( 27) 式, ( 29) 式一齐代入 ( 30) 式, 可得

D( A ø - R
ø
1 - R

ø
2) = - k[ ( 5A 2T

0
1

5A1 +
5A 1T

0
12

5A2 +
5A 1

5A2 T
0
12 -

5A 2

5A1 T
0
2 + A 1A 2q1 )

Du1 + (
5A 2T

0
12

5A1 +
5A 1T

0
2

5A2 +
5A 2

5A1 T
0
12 -

5A 1

5A2 T
0
1 + A 1A 2q2 ) Dv 1 + A 1A 2 ( qn

-
T

0
1

R1
-

T
0
2

R 2
) Dw 1 ] dA1A2 +∫[ T

0
1 - T 1) Du1 + ( T

0
12 - T 12) Dv 1] A 2dA2 +∫[

( T 0
12 - T 21 ) Du1 + ( T 0

2 - T 2 ) Dv 1 ] A 1dA1 = 0 ( 32)

　　将 ( 17) 式代入 ( 25) 式和 ( 28) 式, 然后代入 ( 31) 式, 并进行分部积分, 经整

理后可得与 ( 32) 式相当的等式, 其中右边双重积分号下各项等于零组成临界载荷的新
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的平衡位置的微分方程, 它与文献 [ 2] 根据壳体平衡条件导得的微分方程是相同的。线

积分号下各项等于零以及常数项等于零为力在边界及角点所应满足的条件, 即在 A2边界
上应有

T
ø
1 + T

0
1e
ø
11 + T

0
12e

ø
21 = 0, T

ø
12 +

M
ø
12

R2
+ T

0
1e

ø
12 + T

0
12e

ø
22 = 0

1
A 1A 2

(
5A 2M

ø
1

5A1 +
5A 1M

ø
12

5A2 +
5A 1

5A2M
ø
12 -

5A 2

5A1M
ø
2 ) +

1
A 2

5M ø
12

5A2 +

T
0
1e

ø
13 + T

0
12e

ø
23 = 0,M

ø
1 = 0

　　类似地还有沿 A1边界上的等式以及角点上 M
ø
12 = 0。

4　用位移变分法求临界载荷

将 ( 22) 式和 ( 23) 式代入 ( 25) 式可得变形位能的应变分量表示式为

A
" = k{ ED

2( 1 - u
2
)
{ eø211 + e

ø1
22 + 2Leø11eø22 + 1 - L

2
( eø12 + e

ø
21 ) 2

+ D2

12
[ k ø211 + k

ø2
22 + 2Lkø1 1kø22 + 1 - L

2
( kø12 + k

ø
21) 2 ] } + 1

2
T

0
1( eø211

+ e
ø2
12 + e

ø2
13) +

1
2
T

0
2 ( e

ø2
21 + e

ø2
22 + e

ø2
23 ) + T

0
12 ( e

ø
11e

ø
21 + e

ø
12e

ø
22

+ e
ø
13e

ø
23) }A 1A 2dA1dA2 ( 34)

　　将上式和 ( 28) 式代入 ( 31) 式所表示的弹性稳定问题的公式使有可能在解决具体

问题时应用变分学的直接方法。对壳体来说, 应变分量是指 e11、e12、e 21、e22 , 而转动角

是指 e13、e23。因此在和 1相比时可略去 e
ø
11、e

ø
12、e

ø
21、e

ø
22和 e

ø
13、e

ø
23的平方项而仅保留 e

ø
13

和 e
ø
23。将 ( 28) 式和 ( 34) 式代入 ( 31) 式简化后可得适用的变分公式为

Dk{ ED
2( 1 - L2) { e

ø2
11 + e

ø2
22 + 2Leø11eø22 + 1 - L

2
( eø12 + e

ø
21 ) 2 +

D
12

[ k
ø2
11 + k

ø2
22 + 2Lkø11k ø22 + 1 - L

2
( k

ø
12 + k

ø
21 )

2
] } +

1
2
T
0
1e

ø2
13 +

1
2

T
0
2e
ø2
23 + T

0
12e

ø
13e

ø
23}A 1A 2dA1dA2 + k[ qn( eø13Du1 + e

ø
23Dv 1) - ( q1eø13

+ q2e
ø
23 ) Dw 1 ] A 1A 2dA1dA2 = 0 ( 35)

　　相应地, 在稳定问题的平衡方程和边界条件中也可作同样的简化。
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