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模态试验中非线性检测的一种方法及应用
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　　摘　要　本文利用振动信号实部与虚部之间 Hilber t关系的原理,发展了它在模态试验

中非线性检测技术。针对工程结构的特性采用了快速算法和修正技术,通过火箭风罩证明了

它的实用性。
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Abstract　In this paper , based on the principle o f Hilbert connect ion fo r real and

imaginary part of vibrat ion signals, the inspect ing technique for nonlinear vibrat ion w as

developed. In accor dance w ith the special characterist ics of engineering st ructur e, a sort

of fast algor ithm and co rrect ion technique w as used. By applicat ion in a fairing of rocket ,

it w as pro ved pract icable.
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在模态试验中,工程结构的不断发展已涉及到许多非线性问题,尤其是局部振动非线

性特性已不可忽视。从 80年代中期,利用 Hilbert 变换已成为非线性检测的一种手段。Si-

mon 等
[ 1, 2]首先由复变函数理论推导了信号频响函数( FRF)的 Hilbert 变换( HT)关系,认

为只有在线性系统中 FRF 的实部可由虚部唯一确定, 同时虚部也可由实部唯一确定。但

其实测公式由于截断效应因而误差较大,变换作为采样频率的函数, 计算量大, 故实用性

较差; VINH 等
[ 3]
的工作对截断效应建议采用统计因素法进行修正; Rodeman

[ 4]
进一步对

65

X 　1996年 9月 7日收稿



HT 的本质进行了分析, 认为符合这种变换的信号关系必须是稳定的, 信号应具有因果

性,它在时域中的表示必须是实数形式。

1　测试原理和方法

将实时域信号的离散形式 h( n) 分解成偶对称 h e( n) 和奇对称 ho( n) 序列之和, 则

h( n) 可写成 :

h( n) = h e( n) u+ ( n) ,　u+ ( n) =

2　n > 0

1　n = 0

0　n < 0

( 1a)

　　或者写成　　　　　　　　　　 h( n) = ho( n) u+ ( n) + h( 0) D( n) ( 1b)

当 h( n) 满足因果和稳定条件时,可采用Cauchy 积分,使得h( n) 的Z变换H ( z ) 在单

位圆外部收敛域任一点都可以由圆上的实部 H R ( ejXt ) 确定,或由虚部 H I ( ejXt )、h( 0) 共同

确定( T 为采样周期)。若令 z = re
jXT
(其中 r > 1) ,由( 1a) 式 H ( z ) 可以写成:

H ( Z) Z= re
jXT = H ( r e

jXT
) = ∑

∞

n= 0
h( n) ( re

jXT
)
- n

= ∑
+ ∞

n= - ∞
he( n) [ u+ ( n) r

- n
] e

- jXTn
( 2)

　　( 2)式等于 he( n)与[ r- n
u+ ( n) ]乘积的Four ier变换,利用复卷积定理可得到H ( z ) 沿

单位圆的线积分, 换算成采样频率 Xs的积分限后,即得到变换的虚部分量表示:

H I ( rejXT) =
1
Xs∫

X
s
2

-
X
s
2

H R ( ejHT ) Q r (H- X) dH ( 3)

　　同理,由 ( 1b) 式的 Z变换和复卷积公式,可得到变换的实部表示:

H R( r e
jXT
) = -

1
Xs∫

X
s
2

-
Xs
2

H I ( e
jHT
) Qr ( H- X) dH+ h( 0) õ sign[ H i ( e

jXT
) ] ( 4)

式中Q r (H- X) 为由[ r
- n
u+ ( n) ] 的 Z变换得到的积分核,有

Qr ( H- X) =
2r - 1sin( H- X) T

1 - 2r - 1cos(H- X) T + r
- 2 ( 5)

　　在文[ 1]～[ 3]中得到的公式与( 3)、( 4)类似,然后即直接进行了 HT 的离散数值计

算。可以看出, ( 3)、( 4)式由于与采样频率 Xs 相关是不便于实用的。为此作进一步的分析

可对( 3) 式求 r → 1的极限, 交换次序后即可求出 Q r (H- X) 的极限为 ctg
(H- X) T

2
,则

( 3)式可推导为:

H I ( r ejXT ) = P
Xs∫

X
s
2

-
X
s
2

H R( ejHT ) ctg (H- X) T
2

dH ( 6)

式中 P为H→X奇异点的极值。由于实测中不存在 X< 0的实际信号,可进一步将( 3)、( 4)

式分解成-
Xs

2
～ 0和 0～

Xs

2
两段积分之和,利用对称关系消除负时域的信号,然后代入

X、H的离散点及积分离散计算公式,设 N 为实测信号长度,则得到任一采样点 k的变换虚

部为:

H I ( k) = -
P
N
sin

Pk
N∑

N

i= 0
i≠k

H R ( i) / ( co s
Pi
N

- co s
Pk
N
) ( 7)
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对( 4)式进行类似推导,考虑到时域初始项 h( 0) 通常是未知的,故将其忽略而得到近似表

示:

H R ( k) ½
P
N∑

N

i= 0
i≠k

H I ( i) / sin
Pi
N
/ ( co s

Pi
N

- co s
Pk
N
) ( 8)

　　在( 7)、( 8)式中, 变换公式只与实侧序列的长度相关而与抽样周期 T 无关,这样就可

以方便应用在各种采样条件下。( 8)式由于忽略了时域中的初时值因此计算精度较( 4)式

差,在文[ 1]、[ 2]的算例中表现出这一现象,但没能说明原因。

2　HT 方法的快速算法推广和在实用中的修正

采用( 7)、( 8)式变换很大的一个缺点是计算量较大。变换对于每一个离散点都需要各

进行N 次余弦、减法和除法运算, 对整个序列则要作3N 2次运算,其运算大大多于FFT 所

需的 2N log 2N 次运算耗时,这就限制了它的实时监测作用。为此, 考虑采用快速离散对前

述算法进行修正。由式中看出,算法受限制而不能进行类似 FFT 运算的关键在于存在乘、

加混合运算, 而加法是考虑到积分关于时域的对称性所得。若对( 6) 式不进行负时域的对

称变换而是直接数值计算, 可得到:

H I ( k) =
P
N∑

N

i= 0
H R ( i) õ ctg P( i - k )

N
( 9)

　　此时实测为
N
2
+ 1～N 的信号,求积域需要由( 6) 式进行平移获得。其中

N
2
+ 1≤ i

≤ N对应( 9) 式中实测信号; 1≤ i≤
N
2
为原负时域信号且利用奇偶对称性加以确定。( 9)

式在频域中的卷积求和对应于 H R( i ) 与 ctg Pi
N
在时域中的乘积。利用卷积定理, 通过

Fourier 逆变换将( 9)式右端在时域进行简便的乘法运算后变换回频域则得到快速算法:

H I ( k) = P
N
FFT { IFFT [ H R( k) ] õIFFT ( ctg Pik

N
) } ( 10)

　　同样对于 FRF 虚部的 HT 公式可得到快速算式为:

H R ( k) = -
P
N
FFT { IFFT[ H I ( k) sin

Pk
N
] õ IFFT ( ctg

Pk
N
) } ( 11)

　　需要注意的是由于在( 10)、( 11)式的推导中近似了卷积条件, 即乘积域由( - ∞, +

∞)近似为[ -
N
2
,
N
2
] , 较之前面的常规算法会产生方法误差的积累。因此使用前应判断

只有当采样足够长且 j → N 时,有 H R( k )、H I ( k) → 0,才能保证足够的精度。由于采样长

度的限制将产生剩余模态和截断效应的影响,对此在变换比较以前必须消除。文[ 1]、[ 2]

中对截断的 FRF 采用假设显式函数并求其在无穷域上定积分的方法且不考虑剩余模态,

显然这对于实际为连续体的大型结构是不可实用的。

剩余模态是采样频率以外的其它主频特性在采样数据中的影响,在 FRF 中可表示

为:

H ( X) = 1
K e r

1 - X2
r

( 1 - X2
r )

2
+ g

2
r

- j
g r

( 1 - X2
r )

2
+ g

2
r

+ ( H F
R + jH F

I ) ( 12)
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　　一般情况下, H
F
R 和 H

F
R 可以认为是与频率无关的常数, 亦可认为是频率 X的线性函

数,这样就可以通过图解分析法或计算机拟合求出其值, 从原始采样数据中予以删除。

截断效应是指采样内的频段特性不完全包含在采样数据中, 由于实采长度有限而造

成了“泄露”, 这是 HT 法能否实用性的关键。因此对于复杂的 FRF 数据,首先要求阶次耦

合的数据应包含在同一采样段之中。由于 HT 公式与采样频率无关,可以调整采样间隔以

便选择合适的采样频宽, 即可减少截断效应。同时, 采用定积分的整体比较代替各离散点

的比较可减少截断效应的边缘值。对应于( 7) 式,设变换前后的FRF 虚部分别为H I ( k) 和

H
~

I ( k) , 则有

m =∫
X

s0
H
~

I ( X) - H I ( X) e
- ( X- X

0
) 2

dX ( 13a)

　　其中　　　 X0 =∫
X

s0
X H

~
I ( X) - H I ( X) dX/∫Xs20ûH~ I ( X) - H I ( X) ûdX ( 13b)

3　实际应用举例

文[ 4]证明满足 HT 的系统必须是时域因果的, 反映在本文推导即是 FRF 需满足关

于时间的对称性和反对称性要求,同时还要求系统的响应必须是稳定的。本文推导得出:

结构在稳态正弦激励下的响应可以进行周期延拓,能够满足因果和稳定性要求;而对于随

机激励和脉冲激励的响应则不能满足。这就对试验状态提出了要求。

图 1　某型号风罩示意图 图 2　标准一阶弯曲示意图

　　HT 对于不同的非线性条件具有不同的图形特性,文[ 1]等已分别阐述了摩擦阻尼、

间隙等条件下的变换图形特性, 但都基于电路仿真所形成的传递函数。本文对此进行了实

用研究,即利用多点激振系统在对某火箭的风罩进行模态试验时, 人为地造成非线性条件

并用HT 方法进行检测。

如图 1所示, 风罩由两个半罩体用联接螺栓紧固而成,正常试验状态下将整罩底框固

定在刚性支座上。由稳态正弦测得其一阶弯曲,拟合修正后的标准振型如图2示。为形成

非线性,人为地将所有固支螺栓调节至原预紧状态的 1/ 3,由于松动而实测的一阶弯曲如

图 3示。其特点为风罩在底框联接面产生明显的横向剪切运动,同时风罩间有松动引起的

相对运动, 振型与图 2明显不同。此时有理由确定风罩部件间在振动中已表现出间隙特

性,按本文( 7)式推导作该主频两侧的非线性检测如图 4所示,看出 FRF 的实测数据与变
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图 3　人为放松联接件后的实测振型　　　　　　　　　　　　　图 4　对应于图 3的 HT 比较

( - 实测信号, 变换计算信号)

换数据间已产生了明显的差异, 从而证实了由主模态振型分析得出的结果。
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