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垂直着月轨道的特性分析及其近似解
’
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(国防科技大学 自动控制系 长沙 4 10 0 7 3) (北京系统工程研究所 北京 1 0 0 10 1 )

摘 要 本文采用圆锥曲线拼接方法
,

建立了垂直着月轨道的数学模型
,

给出了垂直着

月轨道运动特性的简明分析结果
。

在适当近拟后
,

获得了垂直着月轨道的解析解
,

为初步轨

道设计提供了实用的工程方法
。

关键词 月球探测
,

垂直着月轨道
,

圆锥曲线拼接法
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从低高度地球停泊轨道上发射一直接命中月球的探测器
,

在不计月球自转的假设下
,

若探测器垂直落向月面
,

则称此探测器的飞行轨道为垂直着月轨道
。

本文研究垂直着月
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轨道的特性及其初步设计方法
。

在月球探测器的飞行轨道的初步设计中
,

通常是引人月球影响球概念
‘

采用圆锥曲

线拼接方法 [l.
2〕

,

将飞行轨道简化为地心轨道段与月心轨道段
,

这两段轨道在影响球边界

上经适 当拼接后形成满足要求的飞行轨道
。

在文献 [习 中作者采用圆锥曲线拼接方法
,

通过数值分析研究了月球卫星轨道的特性
。

本文在此基础上
,

引人适当近似后获得 了垂

直着月轨道高精度的近似解析解
。

本文的结果简化了垂直着月轨道特性的分析
,

并为初

步轨道设计提供了一种简明的工程方法
。

1 坐标系及其转换关系

按照圆锥 曲线拼接方法的假设
,

探测器在 t 。时刻从停泊轨道上 出发
,

以相对于地心

的矢径 R 。

和速度 V 。

的初始状态开始地心轨道段的飞行
,

在此段轨道上只受与距离平方

成反 比的地心引力作用
,

探测器在 R 。

和 V 。

决定的平面内作二体运动
。

若在 t ,

时刻到达

以月心为原点
,

半径为
r ,

的月球影响球上的某点
,

此点称为拼接点 1
,

探测器通过 1 点后

进人月球影响球
,

开始月心轨道段飞行
,

在此段轨道上只受与距离平方成反比的月心引

力作用
,

直到命中月面
。

探测器在 1 点相对于地心的矢径为 R l ,

速度为 V l ,

相对于月心的矢径为
r l ,

相对于

围绕地球公转的月心的速度为
v l

.

为描述探测器在 1 点的运动状态
,

引人下列坐标系
。

1
.

1 地心静止坐标系口E 一X YZ

在探测器到达 1 点的 t l

时刻
,

以地心 O
:

为原点
,

以过地心 O :

指向月心 O
:

的矢径为

X 轴
,

在月球绕地球公转 的平面 (白道平面 ) 内作与 X 轴垂直的 Y 轴
,

Y 轴指向月球公

转运动方向为正
,

Z 轴由右手法则确定
,

O
E 一

X YZ 为地球静止坐标系
。

地心轨道段的运动

平面与 X Y 平面的倾角为 i。
,

升交点节线在 X Y 平面内与 X 轴的角距为月。 ,

如图 1 所示
,

O L 一X YZ 坐标系为将 O
E 一

X YZ 平移到月心所得的静止坐标系
。

1
.

2 拼接点月心位置坐标系 oL
一
x yz

探测器到达 1 点时
,

在 O
L 一

X YZ 坐标系中
,

1 点的角位置为 宁
,

专
,

如图 2 所示
。

O厂x y z 坐标系由 O
L 一

X YZ 绕 Z 轴旋转 9 00 一宁
、

再绕导出 x 轴旋转 夕角而得
。

O
: 一

X Y Z 与 O L 一 x y z 的坐标变换关系为

月球公转轨道

/
、

产
* ‘:

升
二二 O E

v

丫

图 1 0 :
一

笼y z 坐标系 图 2 O L
一
二
笋 坐标系与 O : 一

X YZ 坐标系
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2 垂直着月时拼接点的关系式

2. 1 拼接点的位置与速度

在拼接点 1 处
,

由月心 O
:

到 1 点的矢径为
r l , r ,

的大小为影响球半径
r , ,

方向与 y

轴一致
。

由地心 O
:

到月心 O : 的矢径为 R E : ,

R EJ. 的大小为地月平均距离
,

方向与 X 轴一

致
。

由地心 O
:

到 1 点的矢径为 R , ,

由于

R ,
= R : :

+ r l
(2 )

由 (1 ) 式可知
,

R ,

在 O E 一X YZ 中的三分量 X
I ,

Y , ,

2 1

为

自 户
一

_

哩竺勺
}二

‘

}
一
}
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竺
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}
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(3 )

在拼接点 1 处
,

探测器相对于绕地球公转的月心的速度为
v l , v l

的大小由任务要求确

定
。

由垂直着月要求可知
, v ,

的方向应指向 y 轴负向
。

月心绕地球公转的轨道平均速度

为 V :
·

其大小为常数
,

方向与 Y 轴一致
。

探测器在 1 点相对于地心的速度为 V l ,

由于 叭

一 v :
二 v : ,

由 (l ) 式可知 v ,

在 O E 一

X YZ 中的三分量 戈
1 ,

丫
1 ,

之
,

为

e o s取0 5右

v lc o s书 (4 )
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2. 2 地心轨道段动量矩守恒定理

由于地心轨道段动量矩守恒
,

因而动量矩 H 一 R 。 x V 。
一 R : x V , ,

H 的大小为常数
,

方

向与
z
轴一致

。

H 在 O E 一

X Y Z 中的三分量 H
x ,

H
: ,

H
: ,

可利用 (1 ) 和 (2 ) 式求得为

巴门
}H

丫

}
[月

z 」

「 月s i n 月
。s in i。

一 H e o s口
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H e o s i o
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L
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若 t。 时刻探测器速度与当地地球水平线的夹角为 日
。 ,

则 H ~ RO V0 co s日
。 ,

因探测器在 t 。时

刻的第二宇宙速度为 v 尸 ,

而地球引力常数为 。: ,

故有 v 。一

濡
,

因而

厂一一二下
一

V
。

-

-

月 一 丫 “产E尺。 (
式
’C o S创。 ( 6 )

将 (6 ) 式代人 (5 ) 式后有
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3 地心轨道段机械能守恒定理

由于地心轨道段机械能守恒
,

则有
,

n 二 ,
.

, _ 2产E

v 丁十 叹 一 乙叭
F L Si n g c 0 5 ,l 一 一一一不二二二二二二二二二二二二二二二
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誓
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(8 )

在 (7) 式中由于垂直着月轨道的 口。

将受到限制
,

因而可先消去 月
。 ,

并令

竺V,.
一一X

. 5一Er一,叼

一一
Q尸

。 一

石藕
e o s日

。

R 艺: V :
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2
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2
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在 (l 0) 式的三个方程中
,

变量为 R 。 ,

V 。 ,

日
。 ,

i。
,

宁
,

夕
,

X 共七个
,

给定其中四个
,

则

可 由上式解得其余三个
,

然后 由 (7) 式的前两式解出风
.

3 垂直着月时拼接点处运动特性分析

若已知 t 。 时刻探测器地心轨道的初始参数为 R 。 ,

V 。 ,

日
。 ,

i。
,

月。 ,

并在讨论中作如下

假设
:

考虑到探测器的速度 V 。

既要保证探测器能到达月球影响球
,

又不使所需的能量过

大
,

因而假设地心轨道为椭 圆轨道
,

故有 0. 9 91 5镇 (V0 / V
,
) 毛 1

.

考虑到探测器由低高度地球停泊轨道出发
,

故假定在 t 。 时刻地心距满足 R 。

< (R EL

V : / V
。
)

.

考虑到为减轻探测器在月面上降落时着陆制动发动机的负担
,

假定要求在月面上自

由降落时的速度不超过 3k m /s
,

由能量守恒定理可知
,

在拼接点探测器相对于月球速度的

上界 X H 为
:
X。一 1

.

87 6
.

3
.

1 拼接点的宁
,

夕
,

Z 的限制

由 (l o ) 式的第一式和一 9 00 二夕三 9 00
,

和在 (10 ) 式第二式中令

一 , a n 一 1 (旦)
一

X
-

(1 1 )



由于 X> O
,

夕> O
,

因而 0o 三沪三 9 00
.

将 (1 1) 式代人 (1 0) 式的第二式则有

s in (泞+ 必) =

1 一 ac o s , 。

孕
(1 2 )

上式有解的条件为

丫
,

2 + :
2
一 (as ‘·‘

。

杂
,
2

: 二

丫
1 一 , 2 + (·

杂
)
2
一 Zac 。·、。

锹
由于 0

.

9 9 1 5镇 (V
。

/ V
p
) 镇l

,

一 1簇 (V
o e o s i。/ V

。
) 簇 1

,

因而 X

X
:
= 丫1 一 月

2
一 Z a + (0

.

9 9 1 5a )
“

由此可得在拼接点 X 的变化范围内

x,. 三 X 三 X,

由上式及 (1 1) 式第一式可知 }引上界的最大值 }夕}
。
为

的下界最小值 X,. 为

(1 3 )

(1 4 )

}夕}
。 一 s in 一 , 一- 二- 一

*

/
。 2

二
,

(1 5 )

由此可得在拼接点 }川的变化范围为

0 二 }川 三 }引11

由 (l 4 ) 式及 (1 1) 式可知 沪的上界最大值如 和下界最小值 必
:

为

(1 6 )

_ _ _ 一 1 ,

月
甲月 =

I d li
一

气万
一
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_ _ _ _ , ,

尸
、

甲乙 一
L d li

一

、石一 夕

儿 H

由 (1 2) 式可知 。二宁+ 沪二9 00
,

而 si n (奋+ 妇 的下界最小值为 「si
n (泞+ 势)〕

:
~

1 一 a

了俨+ x孙

因而 宁的上界最大值 氛 和下界最小值氛 为

宁
:
= s in 一‘

(
1 一 a

) 一 八 知 = 1 8 0
0

一 s in 一 ‘(
1 一 a

丫月“ + Z孙 甲产 + 膝
) 一 汽

在拼接点 言的变化范围为

泞
:

互 右玉 氛

3. 2 月。

的限制

由 (7 ) 式第一和第二式可知
:

。 rs s ln 夕 。
s ln J ‘o = 一万丁—一下

, , C o s 。‘o
~

人 、艺乙
·

,
,

O

乃
In Zo 石丁

,
P

s ln 专

V,. , in 、
_

丛
_

一
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V p

上两式可得
。

_ _ _ 一 1 ,

口
山汤八

=
I d ll

一
气
—一 X

(1 7 )

由以

(1 8 )

其中月
。

为第一和第三象限角
。

当 夕玉 o 时
,

口
。

为一象限角
;
当 夕之 0 时

,

几 为三象限角
。

3. 3 椭圆地心轨道上升段到达拼接点的分析

椭圆地心轨道到达拼接点的地心矢径为 R l ,

相对于地心的速度为 V , ,

当 R , ·

V l

之O

为上升段到达
,

当 R : ·

V l

三 0 为下降段到达
。



由 (3 ) 式和 (4 ) 式可知
: R l

将 (9 ) 式和 (1 1 ) 式代人
,

则 R I

·

V l
= R : : v , e o s

取0 5言+ 杭 V : e o s 夕s in 舀一杭v ,

·

V l

全 0 等价于
e o s 防一功) 全

月Z

甲万拜了
e o s专

’

子三 e o s 一 ‘ 月X

丫夕
2 + X

Ze o s夕
+ t a n

一 1

月

X
(1 9 )

上式右端 的数值在 言
1

与 宁
:

之间
,

右
1
= e o s

其中

月X,

了口
2
+ : 孙e o s

伽

月X:

丫月
2
+ x又e o s : :

+ ta n 一 1
(2 0 )卫枷

一 C o s 一 1
+ t a n

一 ,

旦
双

(2 1 )

因此
,

右三宁
1

时为上升段到达
,

宁> 宁
:

时为下降段到达
,

泞
,

< 右三泞
:

时由 (1 9 ) 式判断是上

升段或下降段到达
。

3. 4 举例

对于 R 。
一 6 5 7 8 k m

,

日
。
一 。的椭圆地心轨道

,

到达拼接点时的特性
,

可 由 (1 4)
、

(1 6 )
、

(17 )
、

(1 8 )
、

(20 )
、

(2 1 )式给出其数值
。

在计算中取 R : :
= 3 8 4 4 0 0 k m

,
乙= 6 6 2 0 o km

,

V :
= l

·

o l 8 3 km / s ,

产:
= 3

·

9 8 6 X 1 0 5
k m

’

/ 5
2

.

计算结果为

0
.

7 9 6 2 三 X 兰 1
.

8 0 6 3 0 二 I夕I三 1 1
.

7 5
0

1 4
.

4 8
0

丛 宁三 1 4 7
.

8 6
0

5
.

4 5
0

三 口。

二 1 2
.

2 1
0

或 1 8 9
·

7 7
0

二 月。

二 1 9 2
·

2 1
“

宁二 85
.

36
“

时为上升段到达
,

宁> 92
.

52
“

时为下降段到达
。

上述结果表明
,

拼接点位置只能在白道平面附近
,

并位于影响球西半部
。

地心轨道

的节线靠近地月连线
,

a0 的变化范围只有 6
.

76
.

当拼接点位于影响球西半球朝向地球一

面 (除靠近边缘的 5o 范围外 ) 时为地心椭圆轨道上升段到达
,

在其边缘 5
“

范围内有可能

下降段到达
。

4 拼接点参数的近似计算

4. 1 近似计算公式

当已知 t。 时刻地心轨道段参数 R 。 ,

V 。 ,

日
。 ,

i。
,

可由 (1 0 ) 式求解 X
,

右
,

夕
.

(1 0 ) 式

为非线性代数方程组
,

一般要用数值方法求解
。

但在作出适当近似后
,

可求出其近似解

析解
。

注意到 (1 0 ) 式第三式中的 [ l + 口
2
一 2月e o s取 0 5宁〕

一
告项

,

由于 昭
2
一 2床

。s和。s宁) < 1
,

将此项作 T ay lo
r

展开
,

并保留到洋项
,

同时将 (co s取os 匀
“

取其平均值为 0
.

5
,

则有

[ l + 月
2
一 2床 0 5 取0 5泞」

一
告、 (l + 0

.

2 5月
2
) + 2床

0 5和 0 5宁 (2 2 )

将 (2 2) 式代人 (1 0) 式第三式中则有

V
。 。 , V

。 _ 。

X
乙

一 ZX e o s取 0 5厅一 2 (l + 0
.

2 5肖
‘

) 一 2沐
0 5
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‘
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‘

一 1」= 0
F L 护 尸

再注意到

达式为

6

V
。 _

.

_ _ 二
_

_
. _ .

(‘。) 式第三式可写为 价os 取Os 石一 ‘一欢os 书1n 行一 ac os t’0 式
,

则 可得 x 的近似表



(2 3 )

由上式求得 X 后
,

将其代入 (1 0) 式第一式可求得

口s ln zo

夕= 士 s in 一 ‘

寸洋 + 丫
(2 4 )

V0一VP

将 (2 2 ) 式代人 (1 1 )
、

(1 2 ) 式可求得

宁= s in 一 ‘(

1 一 ac o s , 。

袅

—
) 一 ta n

_

V
。

_

。

汀
‘

十 矛 一 (as lnl
。 石二〕

‘

V P

一 ,

旦
X

(2 5 )

或

宁一 汀 一 si n 一 l(

1 一 ac o s , 。

孕
) 一 ta n

一 ,

月

X
(2 6 )

月
2
+ :

2
一 (as in , 。

华)
2

V P

当椭圆地心轨道段在拼接点的速度

(2 5 ) 式
,

反之取 (2 6 ) 式
。

而 尤
1

之全。时
,

(2 4) 式取正号
,

反之为负
。

当见
1

之。时取
,

之
:

的符号与由 t 。到 tl

进一步
,

消去
。 ,

V o 、 。

a 甲 吸 二, 二- J “ 二二二
’

V p
’

(2 4 ) 和 (2 5 ) 式中的

s in Z夕(月
2
+ X

Z
) + 「1 一

i。
,

可以得到 泞
,

的飞行时间长短有关
。

夕的近似轨迹方程如下

s in (泞+ ta n
_ ,

月
、

一 ~
石

.

少 、了 气尸
一 月一

尤
一 j c U S 一

,l J
儿

(2 7 )

4
.

2 示例

对于前述椭圆地心轨道初始参数
,

并取 i。一 600
,

要求在上升段到达影响球
,

则 由近

似解可求得结果如表 1 所示 (表中 7 正值对应于口
。

为一象限角
,

夕负值对应于 氏 为三象

限角)
。

宁
,

夕的近似轨迹如 图 3 所示
。

仿真表明
,

近似解与精确解的误差不大于 4 %
.

表 1

VVV
。

/ V ppp 0
.

9 9 222 0
.

9 9 444 0
.

9 9 666 0
.

9 9 888 1
.

0 0 000

XXXXX 近似解解 0
.

9 8 4 333 1
.

1 9 6 999 1
.

3 7 7 555 1
.

5 3 7 333 1
.

6 8 2 222

精精精确解解 0
.

9 7 0 888 1
.

1 9 8 555 1
.

3 8 3 888 1
.

5 4 5 555 1
.

6 9 1 333

误误误差差 + 1
.

39 %%% 一 0. 1 3 %%% 一 0. 4 6 %%% 一 0. 5 3%%% 一 0
.

5 4 %%%

777 / d
e ggg 近似解解 士 9

.

1 5 222 士 7
.

5 6 888 士 6
.

6 0 111 士 5
.

9 3 333 士 5
.

4 3 777

精精精确解解 士 9
.

2 7 666 士 7
.

5 5 888 士 6
.

5 7 111 士 5
.

9 0 222 士 5
.

4 0 888

误误误差差 一 1
.

3 4 沁沁 + 0
.

1 3%%% + 0
.

46 佑佑 十 0
.

53 %%% + 0
.

54 %%%

右右/ d eggg 近似解解 5 7
.

0 9 999 4 1
.

0 5 888 3 4
.

0 4 888 2 9
.

7 6 111 2 6
.

7 7 666

精精精确解解 5 8
.

9 0 555 4 0
.

9 8 111 3 3
.

8 5 333 2 9
.

5 7 333 2 6
.

6 6 111

误误误差差 一 3
.

0 6铸铸 + 0
.

19 %%% + 0
.

5 8铸铸 十 0
.

6 3偏偏 十 0
.

4 3%
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5 结论

垂直着月轨道 的初步设计问题可归结为二体轨道边值问题的求解
,

这一问题要求解

出在拼接点满足约束为月心距等于影响球半径且相对于月球的速度指 向月心的地心轨

道
。

本文给出了在初始点参数为 R 。 ,

v 。 ,

日
。 ,

i。
,

在拼接点满足上述约束的椭圆地心轨道
,

并得出了地心轨道到达拼接点时相对于月心的位置和速度的近似计算公式
,

该公式与精

确数值计算结果相 比较
,

误差不大于 4%
,

可供初步轨道设计使用
。
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