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相空间有限元方法在

解二维中子输运方程中的应用
‘

王同权 张树发 沈永平 王尚武

(国防科技大学应用物理系 长沙 41 0 0 7 3)

摘 要 本文采用相空间有限元方法求解了柱形临界多群中子输运问题
。

其中对于方

程中的坐标变量用分片连续线性多项式作为试探函数
,

对于方程中的角度变量用分片连续

双线性多项式作为试探函数
.

整个求解空间区域和角度区域分别采用三角形和矩形单元划

分
,

然后利用迎辽金方法得到一个以网格点处角通量为未知数的线性联立代数方程组
,

方程

组中的系数矩阵的存储采用了压缩存储技术
.

最后用高斯消元法解此有限元方程组
,

表明相

空间有限元方法计算收敛性较好
、

计算精度高
。
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有限元方法是在结构分析和变分法的基础上发展起来的一种数值计算方法
。

至今
,

有

限元方法在材料力学等领域的应用已经相当广泛和成熟
。

由于这种方法的应用灵活性以

及精度较高的特点
,

所以很快地在其它领域也得到推广使用
,

在电磁场
、

流体力学等领域

中的应用也屡见不鲜
。

而有限元法在反应堆数值计算中的应用在 70 年代初才起步
。

起初

利用有限元方法解一维单能定态中子输运问题
,

并且显示出了有限元方法的优越性
,

随后

有限元方法开始应用于求解二维定态中子输运问题
,

出现了相空间有 限元方法[l, 2〕
,

但相

空间有限元方法处理问题相对复杂并且计算量较大
。

本文试探利用相空间有限元方法解

二维非定态中子输运问题
。

1 二维非定常多群中子输运方程

在二维 (r
,

z) 柱几何下考虑非定态中子输运问题
,

并假设不含独立外中子源
,

输运方

程的形式为
:
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2 有限元方法

近代有限元方法的积分表达式通常由两种不同的途径获得
,

即变分法和加权残数法
,

本文中的有限元积分表达式通过 G al er ki n 闭方法得到
。

2. 1 有限元网格划分及形状函数的确定

设所要求解的临界装置柱高为 Z M
,

柱半径 双人f
,

则求解区域为
:

D = {r 任 [ 0
,

双材〕
, z 任 [o

,

Z M / 2〕
,

夕任 [ 一 l
,

1〕
,

甲任 〔0
, 二〕} (5 )

对坐标子 区域采用三角形网格划分
,

引人 Jac ob i变换使每个三角形都变换为标准三

角形
。

即两直边长度都为 1 的直角三角形
。

经过 Jac ob i变换后
,

三角形的三个顶点为 Pl
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原来三角形中任一点(r
,

z)
,

在变换后 的三角形中始终有某一点

(宁
,

妇与之相对应
,

所以有
:

少(r
,

Z ) = 少 (泞
,

爹) (0 蕊 泞簇 1
,

0 镇 爹镇 1 ) (6 )

在三角形内任一点的通量可由三角形三顶点处的通量插值近似
。

少
曰
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川
(7 )

其中
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1
,

2
,

3 分别表示三角形三顶点

同理
,

对角度子 区域采用矩形网格划分
,

对 夕方向上网格点选用高斯点
,

笋方向上的

网格点选用均匀划分
。

同样引人 Jac ob i变换使每一矩形标准化
,

即映射到一个单位正方

形
。

Ja co bi 变换映射之后有
:

少(夕
,

卯 = 少(u
,

w ) (0 镇 u 蕊 1
,

0 镇 : 。 镇 1 ) (9 )

在矩形内任一点的通量可 由矩形四顶点处的通量插值来近似
。
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4 分别表示矩形四顶点
,

所以 少(r
, z ,

夕
,

妙的插值表达式为
:
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2. 2 有限元方程

在本文中
,

控制微分方程为
:
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由前面部分
,

我们已经得到求解区域内任一点角通量的近似式
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,

把上式代人控制微分方程中
,

设存在一个残数
:
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:

I 一

且
:M (“

·

二 + 习)少(·
,

。) 一彬 (·
,

。)」drd 。 一 。

(1 1 )

(1 2 )

(1 3 )

(1 4 )

(1 5 )

(1 6 )

(1 7 )

1 0 9

0眯



由此可得有限元方程
:

A伞 一 f (1 8 )

其中
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A 称为有限元刚度矩阵
,

了称为载荷列阵
。

3 算法与结果分析

利用编制的相空间有限元程序对文献「5」上的一个圆柱形裸的临界装置进行了检验

计算
,

表 1 为装置的有关参数
。

表 2 为计算过程中采取的参数
,

中子截面采用文献〔6〕的 6

组常数
。

表 1 临界装里的有关参数 表 2 计算过程中采取下列参数

圆柱高 ZM (em ) 2 4
.

5 8 7 2 时间步长 △t (n s ) 0
.

5

圆柱半径 R M (cm ) 6
.

9 8 5 极角网格数 N M Z

密度(g / em 3 ) 1 8
.

7 5 方位角网格数 MM 4

U 23 5
含量 9 3

.

9 % 半径风格数 IM S

U 238 含量 6
.

1% 对称轴网格数 JM S

收敛误差 E R O
·

0 0 0 1

内迭代粗误差 S E
‘

0. 1

内迭代精细误差 S E R o
·

0 0 0 0 1

3
.

1 边界条件处理与算法

假设圆柱形装置外是真空
,

则外边界面上引人自由边界条件
,

即人射角通量为零
。

伞 (r
,

口) 一 o (r 任 S
, n ·

口 ( o ; n
为边界外法线方向

,

S 为边界表面)

除了真空边界条件之外
,

由于圆柱的轴对称性
,

所以在圆柱轴上的网格点处角通量在

方位角互补时应相等
,

有柱心边界条件
。

由于圆柱上下两部分对称
,

所以柱半高度对称平

面处又有反射边界条件
。

(1) 柱面边界条件
: r
一尺材 处的外边界是自由边界

,

则

少梦 = 0 (m 镇 MM / 2 ) (2 0 )

(2) 端面边界条件
: z ~ Z M /2 处的外边界是自由边界

,

则

少IM = 0 (n 蕊 N M / 2 ) (2 1 )

(3) 柱心边界条件
:

少众= 空与材一
。

(i = 0 且 m 妻 MM / 2 ) (2 2 )

(4) 柱半高度对称平面处反射边界条件
:

侧 = 少天对一
, + l

(j = 0 且
n 簇 N 材 / 2 ) (2 3 )

在有限元方程组中附加上边界条件后
,

并对刚度矩阵 A 进行部分压缩处理
,

然后用
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高斯消元法求解此有限元方程组
,

再利用时间步递推和源迭代法[71 可以计算系统的时间

常数 又和有效增殖因子 K e

ff
.

在计算过程 中
,

计算开始时内迭代误差要求选用粗误差

S E
,

时间常数达到某一精度后
,

内迭代误差要求选用精细误差 S E R
,

以此技术来节约计算

时间
。

3. 2 结果分析

利用相空间有限元方法程序和 SN 方法程序闭分别对以上检验问题进行了计算
,

其

中所用的 5 2 方法与本文所用相空间有限元方法网格划分大小基本相当
。

巨习

0 5 10 1 5 2 0 2 5 3 0 35 4 0 4 5

tim e st e
可0

.

SE 一 9 5

图 1

50 55 0 5 1 0 15

t l】11 e

K 亡ff 随时间步的收敛曲线

2 0 2 5 3 0 3 5 4 0 4 5

s t e

可 0
.

SE 一 9 5

图 1 是用 S2 方法程序和相空间有限元方法程序计算 K eff 在计算过程中的收敛曲

线
,

5 2 方法通过 51 个时间步达到收敛
,

相空间有限元方法经过了 43 个时间步达到收敛
。

表 3 为表征系统状态的几个主要参数的计算结果与实验值的比较
。

可以看出用有相

空间方法得出的结果较与之网格相当的 5 2 方法略好
,

说明相空间有限元方法在网格较大

时比 SN 方法有优越性
。

从相空间有限元法与 S4 方法的比较来看
,

结果也是有限元方法

较好
,

并且有限元方法在每个时间步的内迭代次数比 5 2 方法少
,

说明有限元方法收敛性

较好
。

所以从以上结果可以得出以下结论
,

即有限元方法具有相对于 S N 方法有较好的收

敛性和较高的精度
。

此外
,

由于有限元方法的三角网格划分
,

使它能比较灵活地处理复杂

几何边界
,

能够解决一些用 S N 方法有困难的复杂几何边界问题
。

同时
,

由于在有限元方

法中
,

引人的试探函数都是分片函数
,

所以对于非均匀介质或多介质的输运问题
,

只引人

核参数的分片均匀近似
,

改变输人参数
,

程序照常使用
。

所以有限元方法在处理多介质问

题或非均匀介质问题时也比较方便灵活
。

然而
,

相空间有限元方法也具有很大的缺点
,

那

就是占用计算机内存大
,

计算时间长
,

往往是 S N 方法的几十倍
,

但由于有限元方法程序

结构清晰
,

标准化程度较高
,

而且有限元方法中有限元方程系数矩阵的稀疏性
,

通过对矩

阵的压缩存储
,

计算时间和内存量的需求都会大大减少
。

表 3 表征系统状态的几个参数计算结果的比较

方 法 5 2 FEM 5 4 实验值

K E FF 0
.

9 9 0 4 1
.

0 0 1 7 1
.

0 0 4 6 1
.

0 0

又 (l/ 拌
s ) 一 l

·

63 0 1 0
.

2 8 6 1 0
.

80 1 9 0
.

0 0

1 1 1
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