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一种精确积分的四边形四结点等参单元
’

易晓 山 任钧国 周建平

(国防科技大学航天技术系 长沙 41 0 0 7 3)

摘 要 针对平面问题四边形四结点单元
,

提出一种新的等参变换方法
。

采用平行四边形母单元和相应

的形函数
,

推导出四边形四结点等参单元刚度矩阵的精确积分解
。

理论和数值分析表明
,

该方法从根本上克

服了数值积分带来的误差
,

计算单元刚度矩阵的速度比传统的高斯两点积分方法快近三倍
。
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常用的平面四结点等参元[l. 2〕采用将正方形母单元映射为任意四边形单元的方法适应不规则 的边

界
,

这样单元刚度矩阵难以写成积分的显式
,

必须采用数值积分求解
。

这给有 限元求解引人了新的误

差
,

特别对于非规则划分四边形单元
,

不适当的积分阶次可能带来较大误差
。

本文采用一种平行四边

形母单元
,

推导出平面四节点等参单元刚度矩阵的精确解
。

算例表明
,

该方法在速度和精度上都明显

优于传统的高斯积分方法
。

1 平行四边形母单元的构造

局部坐标系 。夕下的平行四边形单元 (如图 1 )
,

不妨设其形心坐标为 (a
,

。)
,

单元角结点的坐标依

次为
:
(a 一 占一 c ,

一 l)
、

(a + b 一 e ,

一 1 )
,

(a + b + c ,

+ 1 ) 和 (a 一 b + c ,

+ 1 )
。

单元边界方程可

用 夕士 1 一 。和 田 一 叨 一 a 士 b 一 O 逐一给出
。

设位移模式为如下形式
:

“ 一 艺N两 ? 一 习N
、v 、

(l)

式中
,‘; 、 v 、

为结点 i 的位移分量
。

该单元的形函数 N
、

的表达式如下
:

、
;

一畏(1 + , 刀) [。+ :
,
(。 一 。: 一 。 )〕

任 U

(2 )

其中 专
,

为结点 i 的 夕坐标
,

泞
;

为一组常数 (子
;

- 一 1
,

右
2
一 十 1

,

宁
3
一 + 1

,

泞
;
- 一 1 )

。
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故此利用形函数式 (2 ) 作如下坐标变换
又一

x 一 习N 、
‘

一 艺N 洪 (3 )

对于任意四边形子单元
,

式 (1 ) 一

的等参变换
。

于~ 1

(3) 定义的变换构成一种新

2 精确积分单元刚度矩阵

上述坐标变换雅可 比行列式

1 二 , , , , 、 、 . , 、 . , ,

。
, 、 、 _

二 , 、

一
l“ , 一

丽
L气””。

一 ““。少十 ”。‘ 十 又民
。
一 ‘石 。少v」 、4 ) 图 1 平行四边形母单

其中 A 。
一 X 拼

, 一 玖X
, ,

B 。
一 X 拼勿 一 玖X 。, ,

C
。
一 X 灼Y , 一 姚

, X , ,

X , 一 习
x 、从 X 。, 一 习

x ,

息从

Y , 一 习二从 Y 。, 一 习 , 点从 { (5 )

戒戚
4

习间
、

习间
一一一一瓜共

可以证明对于凸性四边形单元
,

必有 A 。
一 }B

。

}一 !C
。

} > o ;
对于非凸性四边形单元

,

必有 A 。
一

}B
。

l一 }c
。

} < 0 (证明从略 )
。

因此 A 。
一 }B

。

I一 }C
。

}可以作为判断几何划分正确与否的判据
。

以下

的讨论均对于正确几何划分的凸性四边形单元进行
。

(1) 假定 B 。

不等于 o
,

取
a ~ A 。 ; b 一 B 。 ; ‘ 一 C

。 ,

则有 {JI ~

一 }C
。

}
,

对应凸性的四边形单元雅可 比行列式不变号
。

经过整理
,

f刁N 飞

}改 1 1 (A、 + B lx 。 + C 、甲

1蒯
,

} b‘ }八
, ,

+ B ‘,
。 + C

‘,

夕

t即 J

1 6B
o

’

可得

积分域内恒有 。 ) A 。
一 }B

。

}

(6 )

(7 )

“‘, 一

井
、

, B ‘·D B 了“,J “d“ , “
,

, 一 ‘
,

2
,

3
,

‘,
(8 )

式中 h

— 单元的厚度
,

口。 ,

分别表示 ‘夕尘标系下积分域
,

D 和 B 分别表示材料弹性矩阵和应变形状函

数矩阵
。

从有 限元公式分析可知
,

为计算元素刚度矩阵
,

必须计算如下积分

、少
、、少、
了、、产

OJO
‘l�9曰

Z‘
,

,111, .1

廿r了、‘、了侄、

;
,

一 汗 要
.
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.
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, 一 1
,

2
,

3
,

4
, 。 和 , 代表 二 或 , )

司 Q 。甲 o 以 o 尸

形如式 ( 9) 的积分可以以解析的形式给出
。

该积分的显式表达为

1
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2 二 , , 、 , , 、 , ,

一

一
二万 ! 又乙

,

一 乙
‘
) 十 又创

、

j 一

一 l)
2
一 (D

:
一 l )

2

〕

A 。
十 B 。

+ C。

一 C0
D

。
A 。

+ B 。
一 C O

C
。

A 。
一 B 。

+ C 。

C o
D

4
A 。
一 B 。

一 C 。

C 。

= In (A
。
+ B 。

+ C
。
) ; E Z

= In (A
。
+ B 。

一 C
o
) ;

= In (A
。
一 B 。

+ C 。
) ; E ;

= In (A
。
一 B 。

一 C 。
) ;

DEE

(2 ) 当 B 。
一 。时

,

式 (4 ) 可以写成 IJ ! 一森I U 口

平行四边形母单元退化为正方形母单元
,

积分式 (9)

‘
/ ,
一

式
(A

! ·

A 、 +

合
B / ·B , , +

合
C川C , , ,

‘/ ,
一

我
, n

念注书:
〔,

, 。

, , , +

合
。

, “

。, , +

(bA
。
+ bC 刃)

。

不妨取
a = 0

,

b = 1
, c =

可以得到显式表达
。

(C
。
= O)

鬓
c 、c

、,
一 华(A

、
c

、月
十 c 、A 月

) :

C吕一
‘a一 ’户

C
。 “ ‘ 一‘“一 ’‘, ’ 一 ‘“‘ 一 , ‘” 。

0
,

此时

(1 3 )

1
, ,

。
.

。
,

A 。 , 。
。

、 ,

。

十试
又汽ta 七护 十 七 泌八” 一 瓦认卉 尸’ 气协 。

买 U ’ (1 4 )

3 单元性质

尽管相邻的母单元在各 自的局部坐标中形函数的表达式不同
,

但交界线上的点的位移 由线上两角

结点位移采用相同的线性插值唯一确定
,

故单元的协调性得以满足
。

应用式 (4) 一 (6) 可验证单元

内的位移是刚体位移或对应于常应变的位移
,

单元完备性得到满足
。

对于等参单元高斯积分点处的应

力精度较高
。

不妨记正方形母单元的第 i个高斯积分点的坐标为 (钾
,

稍)
,

在平行 四边形母单元中相应

点的坐标为 (A
。
+ 瑞钾 + C0 俨

,

梢)
。

采用平行四边形母单元等参变换时
,

可采用这些相应点的应力来表

示单元应力状态
。

4 算例分析

算例 l 随机构造 6 25 个四边形单元
,

比较采用平行四边形等参变换方法 (简称为精确积分法 ) 和

传统正方形母单元等参变换方法 (简称数值积分法)
,

生成单元刚度矩阵耗用的计算机 C PU 时间
,

结

果见表 1
。

结果表明
,

采用精确积分法速度比两点高斯积分法快近 3 倍
,

比八点高斯积分法快近 36 倍
。

表 1 精确积分法与数值积分法计算时间比较 (Pen ti u m / 90 计算机 )

计 算 精 确 数 值 积 分 法

方 法 积 分 法 两点高斯积分 三点高斯积分 八点高斯积分

计算时间 (s ) 0
.

0 6 0
.

1 7 0
.

3 3 2
.

1 4

算例 2 一个四边形四结点单元 (如图 2)
,

结点 1
,

2
,

3
,

4 坐标为

(o
,

o )
,

(1
,

o )
,

(1
,

0
.

5 )
,

(0
.

1
,
夕 )

。

当 夕 由 0
.

5 减小至 0
.

0 5
,

四边形

形状从接近矩形变为极不规则
。

比较 当 y 取不同值时
,

采用数值积分法

求得的单元刚度矩阵主对角元素与精确积分解的平均相对误差
。

采用如
’

下误差计算公式

一 合客1鉴
兰
l

( ‘一 乙 3
,

‘ ’

式中 k、表示单元刚度矩阵第 i行主对角元素
,

上标 (

计算结果 (表 2) 表明
,

单元几何划分愈不规则时
,

高斯积分法存在相对大的误差
。

l) 表示 l点高斯积分解
,

上标
‘

图 2

表示精确积分解
。

数值积分解精度愈差
;
内角 ) 接近 1 8 00 (时

,

两点
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表 2 单元刚度矩阵主对角元素数值积分解与精确积分解的平均相对误差

y (
。

)

0
.

0 6 1 7 5
.

1 1
.

4 5 X 1 0 一 l 6
.

0 9 X 1 0一 2 1
.

2 6 X 1 0 一3

0
.

0 7 5 1 6 8
.

4 1
.

0 4 X 1 0 一 l 3
.

2 3 X 1 0 一 2 1
.

2 1 X 1 0一 4

0
.

1 0 1 5 9
.

0 6
.

6 2 X 1 0 一2 1
.

4 0 X 1 0 一 2
6

.

9 1 X 1 0 一 6

0
.

2 0 1 3 5
.

0

0
.

3 0 1 2 1
.

0

1
.

6 4 X 1 0 一2

4
.

3 7 X 1 0 一3

1
.

0 4 X 1 0 一 3

8
.

2 2 X 1 0 一 5

2
.

1 2 X 1 0 一 7

2
.

1 1 X 1 0 一
7

0
.

4 0 1 1 0
.

4 7
.

9 3 X 1 0 一 弓 1
.

6 2 X 1 0 一 5 2
.

1 0 X 1 0 一 7

0
.

5 0 1 0 1
.

0 4
.

8 8 X 1 0 一 5 1
.

0 7 X 1 0 一 6 2
.

1 0 X 1 0 一 7

5 结论

与传统正方形母单元等参变换高斯积分方法相比
,

本文方法有如下优点
:

(l) 从根本上避免了数

值积分产生 的误差
,

即便四边形形状极不规则亦能求出精确的单元刚度矩阵
,

精度较数值积分高
。

(2)

直接进行代数运算求解
,

比常用的两点高斯积分快将近 3 倍
。

(3) 中间变量 A 。
一 }B

。

}一 }C
。

l可用 以

对单元几何性态进行验证
。

对于错误几何划分的单元
,

该方法在计算中能自动的加以判断
。

综上所述
,

采用平行四边形母单元构造的精确积分法具有精度高
、

速度快
、

适应不规则网格划分能力强以及 自动

校验单元几何性态的优点
,

特别对于采用 自动网格生成的大规模问题
,

能大大提高计算速度
、

精度和

可靠性
。
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