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分形信号的滤波算法
‘
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摘 要 提出了分形信号的小波分解与重构的一种快速算法
。

针对分形信号的自相似和长时相关的特

点
,

采用离散小波变换 (D w T ) 对分形信号进行多尺度分解
,

使其成为各尺度上的近似平稳信号
,

从而可利

用通常的 W ien er 滤波或 K a lm a n
滤波方法进行估计

,

然后再由 D w T 进行多尺度重构
,

估计出被噪声污染了

的原始信号
。

重点对 D w T 的滤波过程进行算法设计
,

并估计了计算复杂度
。

关键词 分形信号
,

离散小波变换
,

快速傅立叶变换
,

滤波器
。
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通常接收信号是 由输人信号和传输信道的冲击响应的卷积与加性噪声之和构成
,

即

, (,

卜 {二
_ ‘(·)

!‘
(卜

·)d · + W (: )
(l)

其中厂t )
,

u( t) 分别为接收信号与输入信号
, 。(t ) 为传输信道 的冲击响应

,

w (t ) 为加性噪声
。

信号恢复

系统通过消除传输信道的影响和尽可能减小噪声干扰而输出输人信号估计值
。

对于具有 自相似性和长

时相关性的一类分形信号
,

诸如语音信号
、

电子设备的噪声等
,

直接在时域中用经典的滤波方法进行估

计
,

效果都不理想
。

近年来
,

正交小波被用于分解与重构分形信号
。

在正交小波变换下
,

接收信号 厂‘) 的

第 m 个尺度变换是输人信号的第 m 个尺度变换与传输信道冲击响应的卷积
,

再加上加性噪声的第 m 个

尺度变换 (见本文(3
.

1 5) 式) 这里
,

小波变换充当了一个使分形信号去除非平稳性质 (如自相似性
、

长时

相关性) 的滤子 [2j
,

从而可把对平稳信号的滤波方法用到变换后的系数序列上
,

再利用重构公式得出输

入信号的估计值
。

由于小波变换过程实质上是一个滤波过程
,

故可将快速傅立叶变换(F FT )应用到该

过程
,

加快信号的分解与重构速度
。

本文第 4 节将改进的 F FT 方法应用于分形信号的多尺度分解与重

构的过程中
,

得到了一种快速算法
,

并估计了计算复杂度
,

与通常算法做了比较
。
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1 多分辨分析概述

定义 1 空间 厂 (R ) 中一列闭子空间 [竹
:

〕
,

。 任 Z (Z 为整数集 ) 称为 厂 (R ) 的一个多分辨分析
,

如

(1 ) 单调性
: V 川

仁 V 。 一 1 ,

V

(2 ) 逼近性
:

自 V
n :

= {0 }
,

, n 任 Z ;

U V
n ,

= L Z
(R ) ;

阴 e Z

(3 ) 伸缩性
: u (x ) 任 V

, :

拱
u (Zx ) 任 V 。 一 , ;

(4 ) 平移不变性
: u (x ) 任 V 。

拱
u (x 一 n ) 任 V 。 , , 2 任 Z ;

(5 ) 存在 R ie s z
基

,

即存在 g 〔 V 。 ,

使得 {g (x 一 k ) }k 〔 Z }
,

构成 V 。

的 R ie
s z
基

,

即 V :‘ 〔 V 。 ,

存在唯

一的序列 谧。 } 任 严
,

使得
“ (x) 一 习 、 g (x 一 k ) ;反之

,

v {、 } 〔 严
,

确定唯一的函数
。 任 V 。 ,

且存在正数
走〔 Z

A
,

B
,

A 簇 B
,

使得

AII
。日

2

镇 艺 }a
。

!
2

镇 BlI
。 }!

2

设 抓x) 和 沪(x ) 分别为由多分辨分析 {V
,

} 构造的尺度函数与小波函数田
,

侧习 二 之一
V 公

{(习 }奋(。 + 2* 二) 1
2
)一告云(w ) } (2 )

其中 g (x) 为 v 。

的 Ri es z
基

,

云(w ) 与营(x) 分别表 g 的傅立叶变换和反变换
。

令

汽
, ,

(二 ) = 2 一’ / 2抓 2 一
n ’
x 一

, : )

设 W
nZ

是 V
。:

在 V
n : 一 1

上的正交补
,

即 V m 一 ,
= v 。

¹ W 。 ,

则 L Z ( R ) = ¹ W o .

定义

( 3 )

、( 刀
卜 {了

_ * 一 ( , ,袱卜
· , d‘

( 4 )

、,Z、,2己J凡卜以z‘、了胜、

则 {h (n )} 为离散小波变换 ( D w T )过程中共扼滤波器 H 的冲击响应[3j
,

而

g ( , 2) = ( 一 1)
月 一 lh ( l 一 , : )

为 D W T 过程中转向滤波器 G 的冲击响应
,

函数

沪( x ) 一 艺g ( , , ) 叭
, ,

( x ) e V 。

为所需的小波函数
。

由 {件
1 , ,

(二 )l n
任 Z} 的规范正交性知 {州x 一 ,l) }n 〔 Z} 是 w 。

的规范正交基
,

进一

步可知 {人
: , ,

(x) 一 2一警抓2一 x 一
, , ) 卜

,
任 州 是 w

n ,

的规范正交基
,

于是
,

{汽
n :

( x ) I;n 任 z , , ,
〔 z } 就构

成了 刀 ( R ) 的规范正交基
。

2 分形信号的多尺度分解与重构

对于连续时间信号系统 ( 1 )
,

要从接收信号抓 t) 估计出输人信号 u( t )
.

设 .,),,
:

(t ) 是贝 t) 在闭子空间

V n :

上的投影
,

则

, 。 ( , ) 一 艺「A
” 2

, ]
,

弧
: ,

( , ) ( 7 )

其中逼近系数 :、
, :

,

一

{万
‘

_ , ( , ) 、
: . 。

( , , d ,
·

夕
, , 一 1 ( r ) =

由于 叭
n 一 ,

一 V 。 ,

¹ W
, , ,

所以

,
。 .

( , ) + 乙 [D
, , ,

, 〕
。

沪
。 : , 。

( : )

其中细节系数

仁I〕
, , .
夕]

。

= }二
_ , ( ‘,沪

, , : , ·

(‘’d‘

对 ( 8) 式进行正交化处理
,

得

〔八
n
夕]

, :

=

仁D
, , ,
夕〕

。

=

习仁A
t’t 一 1 , 〕

*、( * 一 2。 )

习 [ , 。
二

; , 〕
* g ( * 一 : , , )

( 8 )

( 9 )

( 10 )

( 11 )
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[ A
。

卜 1 , ]
。

一 习仁A
m , ]

*h (
,

一
Zk ) + 艺 [D

。 , 〕
* g (n 一 Zk )

走〔 Z 奋〔Z

记 h (n ) = h (一 n )
,

g (n ) = g (一 n )
,

则 (1 0 )与 (1 1 )式成为

[ A
。 , 〕

。

一 习 [八
。一 , , 〕

*
兀(Z n 一 * )

(1 2 )

(1 3 )
奋〔 Z

〔D
m , j

。

一 乙 [A
m 一 , , 〕

*

百(Z
n 一 k ) (1 4 )

乏〔 Z

因物理仪器的分辨率有限
,

故可设 抓 t) 任 V 。 ,

y (t ) =

由(7 )和(8 )式
,

即

乙 [八
。 , j

。

偏
. ,

(, ) (1 5 )

, (, ) 一 艺〔A
、 , 〕

。

。
,

, ,

(, ) + 艺艺〔D
m , J

。

沪
二

, ,

(, ) (1 6 )

其中 艺仁A
M
月

。

物
. 。

(t ) 一 y M (t ) 是频率低于 2 一M 的部分
,

只要 M 充分大
,

则可使 厂 , ) 在 V M 上的部分
月C 艺

y M (t ) 的能量足够小
,

不至于对信号分析产生明显影响
,

从而

y (t ) 、 艺艺 [ D
n :
y〕

。

沪
。

. 。

(t ) (1 7 )
钾皿~ 1 月 〔 Z

序列 {: D
。 , 〕

。

}是近似平稳序列【5〕
。

令 :D
。 , :

。

一

{了
_ , (‘ + · )、

一(。)d :
,

则仁“〕
爪

, 〕
2一

,

一 〔D
一 , 〕

二

设 {厂n) } 是厂 t) 的离散化时间序列
,

则

, (n ) 一 习
c (k )u (n 一 * ) + w (n ) (1 8 )

乏C Z

前已设 y (t ) 任 V 。 ,

故可设 [, 〕[A
oy〕

。

= y (n )
, u (

, : ) = [ A
o u
〕
二 ,

w (n ) = 〔A
o
w〕

。 ,

(一s ) 式为

仁A
。夕〕

二

一 习
c (k ) [A

o u
j
。一*

+ 「A
o
w J

。

(1 9 )

由(1 3 )式知
,

对 m = 1
,

2
,

[式
:

刃
,

- 艺兀(Z n 一 *
。 :

) 习 石(Zk
。:

一 k m 一 1
)⋯习石(2 k

2
一 k ;

) [ A
。
, 〕

* 、

(2 0 )
介, . 〔 Z 查”

一 〔 z 盛1〔z

类似地有

(2 1 )乙--le[D
。 ,

, ]
,

一 艺奋(Z
n 一 k

, :

)

去”‘〔 z

弓}人算子 叭y (t ) 一 厂 t 一 l)
,

则有

[D
n

,’I
’
2、 y ]

,

~

由上式及 [乃
。

月
。

的定义有

[乃
, :

, ]
。

一 习奋(一 Zk。 )

万(2、
, :

一 *
。

卜 :
)⋯乙石(2 k 2 一 k , )「A

。, 〕k
:

奋2 C z

{二
_ , (‘一 2 。‘,‘

。
, ·

(‘, d‘ -
[ D

。

刃
。一‘ (2 2 )

艺 h (Zk
一

k
·

卜 ,
)

’ . ‘

奋, . 〔 r

将(1 9 )式作一时间平移 k , ,

有

[A
。少〕

。+ 。1

奋

一
〔 Z

习 h (2 k
2
一 k ,

) [ A
。, 〕气

+ 二

去1 C Z

一 习
c (k )「A

o u
]
。+ 气一 *

+ 〔A
o
w 〕

, + * :

女C Z

[力
.

, 〕
。

= 艺
c (k ) [D

m u
j
。 一 ,

+ 「D
。
w 」

, ,

(2 3 )
去C Z

类似地可得

〔入
M , j

,

一 艺
c (k ) [入。

u
〕
。

+ [A 、w 〕
。

(2 4 )
走〔 Z

由
u
的小波分解与重构公式及 (1 1) 式

,

对 m 一 1
,

2, ⋯
,

M

〔A
。一 lu

〕
,

=

综上所述
,

我们得出 (1 8) 式中信号

(1 ) [A
oy」

。

= y (n )
, n 任 Z ;

习〔A
m u
j
*h (n 一 Zk )

,

有

+ 乙 [D
,n u
〕
* g (n 一 Zk ) (2 5 )

介〔 Z

{“(n )} 的恢复算法的框架如下
:
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(2 )由(2 1 )和 (2 2 )式递推地算出 [A
、y 〕

。 ,

[D
jy ]

。 , , : 任 Z
,

J = l
,

2
,

⋯
,

M ;

A

(3 )由(2 3 )式
,

利用 w ie n e r 滤波 [ 5 ]或 K a
lm

a n 滤波方法估计出 [ I)
, , ,‘

]
, , , ,

任 Z
,

, 一 1
,

2, ⋯
,

M 及 由

(2 4 )式得出估计 [ A
、 u
〕

, , , , 任 Z ;

八 立
(4 )利用 [D

, u
〕
z
= [D

, “」
2 , ,
(,

l
,

2
,

⋯
,

M
,

l 任 Z ;

= 一
,

2
,

⋯
,

材 ) 与味
; , u
〕
‘
= [ A

、 u
]
2“ , ,

l 〔 Z 得出 [D
, u 」

, ,

[ A
。, :‘

〕
, ,

少 -

(5 )由 :久
, 。
〕

。

一 艺仁久
, 、 : 。
〕
; 、(

, : 一 : 、) + 乙仁为
, 十 , :‘
〕
* g (

, , 一 : 、)
,

, 一 1
,

2
,

⋯
,

、 一 1 得 出 仁久
。 :‘
」

, ,

n 任 2
.

A 人

(6 ) u (
n
) = [ A

o u
]
。 , , :

任 2
.

D W T 算法的实现

从前一节知
,

估计 (1) 式的输人信号 u( t) 或 (3
.

9) 中{u( n) }
,

主要的计算是信号的多尺度分解与重

构
。

下面
,

我们基于改进的 FF T (快速傅立叶变换 )
,

提出一种离散小波变换 (D W T )的算法
,

并给 出了基

于改进的 FFT 的 D W T 算法与直接实现 D W T 算法的比较
。

设 {x
。

}工
。

为实信号
,

则对 {x
。

}旅
。

的离散傅立叶变换 (D FT )为

x *
一 习、w 梦

,

其中 w 、 一
一 j

劣 (2 6 )

将 (2 6) 在频域上进行分解
,

X
Z‘

粤
一 1

一 艺 (x
,

十 x
, +

誓)w 劝
2

”一 0

(2 7 )

子
一 1

X , + ,
一 艺 {仁(x

,

一 x
, +

誓) 一 , (x
。 +

督一 x
。+ 3

.

子)〕w 丸W 炸
4

子
一 l

X
4 * + 。

一 艺 {仁(x
。

一 二
, 十

誓) + , (x
。+

子一 x
。 + 3

.

亨)〕w 弥w炸
4

(2 8 )

(2 9 )

通过上面的分解
,

将 (26 )形式的长度为 N 的 D F T 变成了一个长度为 N /2 的 D FT 和两个长度为 N /4

的 D FT
,

但在每个长度为 N /4 的 D FT 中需增加关于 W失和W 罗的复乘法
,

而 n 一 。不需复
、
乘

, n 一 N /8

时
,

w 、 一 导(1 + , ) 与其它复数相乘只需 2次实乘和 2次实加
,

而一般 的复乘需 3次实乘和 3次实加
。

这
2

、 一 ‘ 子 廿 z 、 目 ~ ~
‘卜J / , 、 / ” ” 目 一 口 、

办
/ , 、 ”

’
一 以、 ~ 月”

’ ‘” J 了

扒 ~ ~
/ , 、 ” 目 一 夕 、

一
/ ’、 ” 一 夕 、 z 、 z ‘” 一

~

样
,

在 (2 8 )和 (2 9 )式中
,

需增加

表示的 F FT 称为改进的 FFT
.

_

N
艺仁一厂 一 艺)

4
次一般复乘和 2次关于 W 护 的复乘

。

我们将 (27 )至 (2 9) 式所

令 M二
,

式 分别代表 2
”

个复信号的改进 FF T 所需 的实乘法和实加法次数
。

由上可知
,

对二一 M二一
1
+

ZM二一
:
+ 3 (2

”一 ‘ 一 4 ) + 2
·

2
,

由 M ; = M垦= o 得

M二= 2
月

(
, , 一 3 ) + 4 (3 0 )

从(27 )一 (2 9) 分解式可知
,

数据的重组过程及后来的 FFT
,

每个阶段产生的每个新点都需一次复加法
,

在改进 F FT 过程中共有几个阶段
,

故需实加。 2
·

2
·

次
。

另外在进行复乘时还要进行实加
,

因为复乘 (一

般的与关于 W 劝 所需实乘与实加数相等
,

故有

对于实信号 {x,,

必计算
。

A 二-
,

由于 (W 女)
‘

= W

, : ·

2
” + ‘

+ 材二= 3
·

2
”

(
, ,
一 l ) + 4 (3 1 )

炸
‘
(
‘

表共辘 )
,

X
; * + 3

= X 、一 、4 * 。
一

, : ,
一 X 森

。一 1
(对某 k。 )

,

故 {X
、* + 1

} 不

在实信号情况下
,

(2 6) 变成了一个长度为 2
” 一 ‘

的实序列 D FT 和一个长度为 2
”一 2

的复序列 D F T
,

如

前所论
,

需增加 2
” 一 2 ·

2 次一
、

般复乘法和1次关于 W :;/
8

的复乘法
,

令 M
” ,

态 分别代表 2
”

个实信号改进

FF T 算法所需的实乘法和加法数
,

则 M二一 M二
一 ,

+ M二一
:
+ 3( 2’’ 一 2

一 2) + 2
,

由M三一 O 得
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M二= 2
气 一 1

(n 一 3 ) + 2 (3 2 )

另外
,

数据重组时附加的加法数为 2
”一 ‘

+ 2
.

2
”一之

一 2’’
,

故 A二一 A二一
,
+ 式

一 :
+ 2

”

+ 3 (2
” 一 2

一 2) 十 2
.

由

A气一 2 有

A 二一 2
月 一 ’

(3
r,
一 5 ) + 4 (3 3 )

对每个输人和输 出的数据处理过程中所需的实乘与实加法
,

称之为计算复杂度
。

在实际的信号系统中
,

滤波器的冲击响应只有有限个不为零
。

由 (5) 式知
,

G 和 H 冲击响应的非零

值个数相同
。

不妨设滤波器的冲击响应非零值有 L 个
。

将滤波器冲击响应按下标奇偶分成两列
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乏〔 Z 香〔 Z

滤波器 G
,

H 按冲击响应的下标奇偶性分别成为两个滤波器
,

输人数据也按下标奇偶性分开
,

分别进人

相应的滤波器进行滤波
。

经上述分解
,

两个滤波器化为 4个长度为 L /2 的滤波器
。

若由 G
,

H 直接计算
,

则计算复杂度为 L 次

实乘法和 L 一 1 次实加法
。

应用改进 F FT 于 D w T
,

将卷积化为傅立叶变换之积
,

再求逆变换
。

因进行 FT 时只能分段对输人

数据进行处理
,

故不防设每次输人数据长度为 B
,

考虑到 FT 的边缘效应与重迭效应
,

故需对输人数据
, 。、

,

一
, .

_
、 ,

二 _
.

_
, 、 。 , 、

_ , _ 、 二 , _

_ _
,

,
_ _ , _

_
、 二

_
, , _

B L
作补零处理

。

为此
,

对每个数据段进行 FT 的 N 值
,

需满足 N ) 普 + 荟 一 1
,
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输人数据作如下处理
,

二
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O (
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镇 B 一 1
.

0
,

B 簇
, ,

簇 N
(3 5 )

由(3 4 )式
,

数据段长度 B 可近似为 B 一 ZN 一 (L 一 2)
。

基于改进的 FFT 的 D W T 算法过程为
:

将长度为 B 的输人数据段按奇偶子序做长度为 N 的改进

FFT
,

再与4个滤波器的 D FT 作积
,

再按两个滤波器的等效方式作和
,

得到该尺度下的逼近系数和细节

系数的 D FT
,

再进行反傅立叶变换(IF FT )即可完成滤波过程
。

四个滤波过程需 4N 次复乘
,

接下来四组数据做和需 ZN 次复加法
,

还有两个长度为 N 的 IF FT 计

算
,

故对长度为 B 的数据段的计算复杂度为ZFFT
N
+ 4N 复乘法 + ZN 复加法 + ZI FFT N ,

即

2
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总的计算复杂度

c (N ) =
入

’

(4 lo g
Z
N + 6 ) + 1 2

N 一 (L / 2 一 1 )
(3 7 )

对
‘(N ) 求极小值得
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) 七 (L / 2 一 1 ) (In N
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L 较大时
,

N
。

可近似满足

In N
。
= In L + O (In ln L ) (3 9 )

其中O (l n ln L ) 为当 L ~ 关 时的有界量
,

故
c (N

。
) 七 4 lo g

Z L (4 0 )

这与直接由 G
,

H 计算的计算复杂度 ( L 次实乘与 L一 1 次实加法 ) 相 比
,

改进了近 L /2 109
:

L.
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