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　　摘　要　本文研究了复杂多刚体系统的Lag rang ian 建模方法, 以M athematica 数学软件为基础, 完成了

多刚体动力学系统的计算机建模、推导与仿真。
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Abstract　T he paper studies the Lagr ang ian method for complex M ult i-Rig id-Body system . On

the basis of Mathem atica system , the com puter m odeling , reduct ion and simulation of the M ult i-

Rig id-Body dynamics system are completed.
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空间站大型伸展机构, 例如太阳帆板、大型天线、机械臂等, 在其展开与收拢的运动过程中, 动

力学特性非常复杂, 很难通过手工推导建立系统的动力学模型进行仿真。计算机代数具有强大的符号

推演功能, 是完成复杂系统模型推导的有效工具。本文主要研究了多刚体系统动力学理论建模与计算

机建模问题, 并以 M athemat ica 系统为支撑, 编制了多刚体系统动力学符号推演建模与仿真软件。该

软件具有一定的通用性, 可以适应不同体数、不同联接方式, 以及不同树结构形式的多刚体系统动力

学分析的需要。

1　多刚体系统动力学的理论建模

1. 1　系统拓扑结构

实际应用系统中多为有根树型结构, 由各体 (记为 B j ) 通过铰链 (记为 Oj ) 联接而成。系统的拓

扑结构可由 n维向量 T 描述:

T ( j ) = j　( j = 1, 2, 3⋯n, n为体数)

　　如图 1树型系统:

其拓扑结构如表 1。

j 1 2 3 4 5

T ( j ) = j 0 1 1 1 2

1. 2　系统的自由度、广义坐标、方向余弦

多刚体系统的自由度 N 为铰链的转动自由度 N Rj 和拉伸自由度 N T j 之和。

　 　　　　　　　　　　　　　　　　国　防　科　技　大　学　学　报

第 20卷 第 2 期　　JOU RNAL OF NATIONAL UNIVERSITY OF DEFENSE T ECHNOLOGY　Vo l. 20 No . 2 1998

X 1997年 11月 3日修订
第一作者: 黄新生, 男, 1955年生, 副教授



图 1

N = ∑
n

j = 1
( N Rj + N T j )

　　设 Oj 铰为理想球铰链 ( N Rj = 3, N Tj = 3) , 其平动矢量 Zj = ∑
3

s= 1
kj s·Zj s表示在空间滑移。B j 体坐标

系相对于B j 体坐标系存在 Euler 角 (Hj 1, Hj 2, Hj 3) , 则 B j 体广义坐标和方向余弦定义如下:

( 1) 广义坐标为 Z j1 , Z j 2, Z j 3, Hj 1, Hj 2, Hj3 ;
( 2) B j 体相对于B j 体的方向余弦阵为 Gj , B j 体相对于惯性坐标系的方向余弦阵为 Aj ,

Gj = T z (Hj1 ) õTx (Hj 3) õTz (Hj 2)

Aj = G0 õG1⋯Gj õGj = Aj õGj

其中 Tx ( * ) =

1 0 0

0 cos( * ) sin( * )

0 - sin( * ) cos( * )

;　　Tz ( * ) =

cos( * ) sin( * ) 0

- sin( * ) cos( * ) 0

0 0 1

1. 3　Bj 体角速度

　　 ( 1) B j 体的相对角速度 8 j 为 (以 N Rj = 3为例) :

[Haj2 õsinHj3 õ sinHj1 + Haj3 õ cosHj1　Haj2 õsinHj3 õ cosHj1 - Haj 3 õsinHj1　Haj1 + Haj 2 õcosHj 3]
T

图 2

　　 ( 2) B j 体的绝对角速度 Xj

Xj = G
T
j õXj + 8 j

1. 4　Bj 体的质心速度

　　 ( 1) B j 体质心矢径Cj , 如图 2: B j 体质心 C j 对

参考点 O的矢径 Cj ,

Cj = G
T
j õCj + Zj + G

T
j õ d j j + dj j

　　 ( 2) B j 体质心 Cj 相对于惯性坐标系的速度Mj
Mj = G

T
j õMj + Z

a
j + G

T
j õ( Xj × d j j ) + Xj × d j j

1. 5　广义力 Q

设作用在 B j 体的主动力向质心 C j 简化为主矢

量 FEj , 主矩 LEj , 作用在铰O j 的非理想约束的约束

力为FRj , 约束力矩为 LRj , 则系统广义力为:

Qz is∑
n

j = 1

F
T
Ej õ 5Mj

5zais + F
T
Rj õk is s = 1, 2, 3⋯N Tj

QHis∑
n

j = 1
F

T
Ej õ 5Mj

5Hais + L
T
Ej õ 5Xj

5Hais + L
T
Rj õPis s = 1, 2, 3⋯N Rj

1. 6　动能 T

T = ∑
n

j = 1

1
2 ( m jMTj õMj + XT

j õI j õXj )
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1. 7　有根树型系统的 Lagrangian 方程

当多刚体系统为有根系统时, B 0体的运动规律由 L agrangian 方程决定:

d
dt

5T
5qaj -

5T
5qj

= Qj　( j = 1, 2, 3⋯N , N 为系统自由度)

　　记广义坐标 q= [ z 11 , z 12⋯z nN
T n

, H11 , H12⋯HnN
Rn

] T

2　多刚体系统动力学推演软件

2. 1　Lagrangian公式推演算法的改进

直拉采用 Lagr ang ian 方法对多刚体系统动力学方程进行推导, 其思想是比较简单的, 但直接推导

无法完成较复杂的多刚体系统动力学建模。因为随着系统体数和自由度的增加, 计算量和输出表达式

的长度是成几何级数增长的, 这对计算机的内存和处理速度提出了很苛刻的要求, 必须对 Lagrange 算

法进行改进。

对如下 Lagrangian方程

d
dt

5T
5qaj -

5T
5qj

= Qj　( j = 1, 2, 3⋯N , N 为系统自由度)

　　计算偏导数:

5T
5qj

= ∑
n

i= 1
( mi

5MTi
5qj

+
5XT

i

5qj
õ Ii õXi)

d
dt

5T
5qaj = ∑

N

k= 1
Aj k õ q

b
k + ∑

N

k= 1
Bj k õqak

其中 Aj k = ∑
n

i= 1
mi

5MTi
5qaj õ

5Mi
5qak + ∑

n

i= 1

5XT
i

5qaj õ I i õ 5X
i

5qak

Bj k = ∑
n

i= 1
mi

52MTi
5qaj 5qk

õMi + ∑
n

i= 1
mi

5MTi
5qaj õ

5Mi
5qk

+ ∑
n

i= 1

52XT
i

5qaj 5qk
õI i õXi + ∑

n

i= 1

5XT
i

5qaj õ Ii õ
5Xi

5qk

图 3

　　取上式中偏导数
5Mi
5qj

,
5Mi
5qaj ,

5Xi

5qj
,
5Xi

5qaj ,

52Mi
5qaj 5qk

,
52Xi

5qaj 5qk
为中间变量, 作为符号进行运

算, 就其所代表的内容进行推导, 并在输

出程序中赋值, 这样就大大缩短了输出表

达式的长度。

2. 2　公式推演与仿真框图

3　算例

平面五体系统 (如图 1)

3. 1　输入参数

体数　 n = 5; 　　拓扑结构表同表

1。

体铰矢量表:

d11 = [ 2l 0 0]
T
;　d12 = [ - l 0 0]

T
; d13 = [ 2l 0 0]

T
; 　d25 = [ l 0 0]

T
⋯

　　系统自由度　 N Rj = 1; 　N Tj = 0;　N = ∑
5

j = 1
( N Rj + N Tj ) = 5

系统质量参数: 　 m2 = m 3 = m4 = m5 = 1
2
m 1
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I1 =

0 0 0

0
8
3
ml

2 0

0 0 8
3
ml

2

;　I2 = I 3 = I 4 = I 5 =

0 0 0

0
1
3
ml

2 0

0 0 1
3
ml

2

　　B 0体运动参数: 　C0 = M0 = 0

作用力参数: 　设系统各体间连接为理想光滑铰链, 在重力作用下运动。

FE1= [ - 2mgsinH11　- 2mgcosH11　0] ;

FE2= [ - mgsin (H11+ H21) 　- mgcos (H11+ H21 ) 　0] ;

�

LEj = FRj = LRj = 0　　 ( j = 1, 2⋯5)

3. 2　仿真结果验证

分别用 Lagrangian方法和 R. W 方法仿真结果进行比较, 其结果一致。

　　

　T q1

qa1

q 2

qa2

q 3

qa3

q4

qa4

q5

qa5

　　　　

0. 0 0. 1000E+ 02

0. 1000E+ 01

0. 1000E+ 02

0. 1000E+ 01

0. 1000E+ 02

0. 1000E+ 01

0. 1000E+ 02

0. 1000E+ 01

0. 1000E+ 02

0. 1000E+ 01

0. 1 0. 1000E+ 02

. 9986E+ 00

0. 1001E+ 02

0. 7234E+ 00

0. 1003E+ 02

0. 4946E+ 01

0. 1002E+ 02

0. 3470E+ 01

0. 1003E+ 02

0. 4398E+ 01

0. 2 0. 9980E+ 01

. 2997E+ 01

0. 1001E+ 02

0. 4461E+ 00

0. 1010E+ 02

0. 8891E+ 01

0. 1007E+ 02

0. 5939E+ 01

0. 1009E+ 02

0. 7797E+ 01

0. 3 0. 9940E+ 01

. 4995E+ 01

0. 1002E+ 02

0. 1675E+ 00

0. 1021E+ 02

0. 1283E+ 02

0. 1014E+ 02

0. 8406E+ 01

0. 1018E+ 02

0. 1120E+ 02

0. 4 0. 9880E+ 01

. 6992E+ 01

0. 1002E+ 02

. 1132E+ 00

0. 1036E+ 02

0. 1677E+ 02

0. 1024E+ 02

0. 1087E+ 02

0. 1031E+ 02

0. 1460E+ 02

0. 5 0. 9800E+ 01

. 8987E+ 01

0. 1002E+ 02

. 3969E+ 00

0. 1054E+ 02

0. 2069E+ 02

0. 1036E+ 02

0. 1332E+ 02

0. 1047E+ 02

0. 1800E+ 02

0. 6 0. 9700E+ 01

. 1098E+ 02

0. 1001E+ 02

. 6843E+ 00

0. 1077E+ 02

0. 2461E+ 02

0. 1050E+ 02

0. 1577E+ 02

0. 1067E+ 02

0. 2140E+ 02

0. 7 0. 9581E+ 01

. 1297E+ 02

0. 1000E+ 02

. 9761E+ 00

0. 1104E+ 02

0. 2851E+ 02

0. 1067E+ 02

0. 1820E+ 02

0. 1090E+ 02

0. 2480E+ 02

0. 8 0. 9441E+ 01

. 1496E+ 02

0. 9990E+ 01

. 1273E+ 01

0. 1134E+ 02

0. 3239E+ 02

0. 1087E+ 02

0. 2062E+ 02

0. 1117E+ 02

0. 2819E+ 02

0. 9 0. 9281E+ 01

. 1695E+ 02

0. 9976E+ 01

. 1576E+ 01

0. 1168E+ 02

0. 3625E+ 02

0. 1109E+ 02

0. 2302E+ 02

0. 1147E+ 02

0. 3158E+ 02
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