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　　摘　要　本文对单输入单输出系统给出了可逆性的判断准则, 建立了新的降阶逆系统的构造方法。这种

新的降阶逆系统与以往的降阶逆系统相比, 阶数更低了、 构造更加简单 , 而且揭示了可观测性矩阵的秩与逆

系统的阶之间的联系。 最后用例子说明了这一方法。
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Abstract　 T his pape r d iscu sses the inver tib ility o f sing le- inpu t sing le-ou tpu t linea r sy stem s. A

new m ethod fo r const ruct ion the reduced inverse sy stem s is de rived. Com pared w ith the reduced in-

ve rse sy stem s g iven by H. L. S ilverm an, ou r new reduced inve rse sy stem s have low e r o rde r|sim p ler

structu re and revea ls the connection be tw een the rank o f obse rvab ility m a tr ices and the o rde r o f in-

ve rse sy stem s.
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1　逆系统

讨论线性系统的可逆性及其求逆方法, 不仅对系统理论本身的发展有着重要意义, 而且在系统解

耦、 模型匹配、 滤波与控制等方面也有重要的应用 [1～ 5 ]。

设有单输入单输出时不变系统

x ( t) = A x ( t) + bu ( t) ( 1a)

y ( t ) = Cx ( t ) ( 1b )

其中 x ( t ) 为 n维向量, u ( t ) 和 y ( t ) 分别为一维输入和输出。设 U是定义在 [t0, + ∞ ) 上的输

入函数空间, Y是相应的输出空间, 假定 U中的元素在 [ t0, + ∞ ) 上至少是连续的, 则对每个给定

的初始状态 x0= x ( t0 ), 系统 ( 1) 确定了一个映射 H x
0
: U→Y。如果映射 H x

0
是可逆的, 则称 ( 1)

是可逆的。

设 S 0= C, S i+ 1= S iA　 ( i= 0, 1, 2, … ), 如果存在一个正整数T, 使 S ib= 0　 ( i= 0, 1, … ,

T- 2), r
- 1= ST- 1b≠ 0, 则由 ( 1b) 求导并代入 ( 1a) 可得

y
(T)
= STx ( t) + r

- 1
u ( t) ( 2)

从 ( 2) 解出 u ( t), 再代入 ( 1), 得
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x ( t ) = (A - rbST)x ( t ) + rby
(T)
( t ) ( 3a)

u ( t ) = - rSTx ( t ) + ry
(T) ( t ) ( 3b )

系统 ( 3) 就是系统 ( 1) 的逆系统
[ 1]

。

以下, 我们首先给出系统 ( 1)可逆性的一些判断准则, 然后给出降价逆系统的构造过程, 最后用

例子说明了这一构造法的应用。

2. 可逆性的有关判据

定理 1　系统 ( 1) 可逆的充要条件是存在正整数T (≤n ), 使 r
- 1= ST- 1b≠ 0.

证明　充分性已由上面的讨论得知成立。 下面证明必要性。 只要证明: 若对任意 1≤ k≤n有

Sk- 1b= 0,则系统 ( 1) 不可逆。

根据 Cay ley- H am ilton定理, 可知存在一组数 a i, 使

A
n = ∑

n- 1

i= 0

a iA
i ( 4)

由 S ib= 0 ( 0≤ i≤n- 1) 及 ( 4) 式可知, CA
i
b= 0 ( i≥n ), 从而由 ( 1) 知, 对任一允许输入 u均有

y
( i)

( t ) = S ix ( t) = CA
i
x ( t) ( i= 0, 1, 2, … , n)。再由 ( 4) 有

y
(n ) - ∑

n - 1

i= 0

aiy
( i) = 0 ( 5)

当 x ( t0 ) = 0时, 得 y
(i)

( t0 ) = CA
i
x ( t0 ) = 0 ( i= 0, 1, 2, …, n - 1), 而 ( 5) 满足这一初始条件

的解是唯一的零解 y≡ 0。 又因 u是任意的, 而 H x0是线性映射, 故不是 1- 1的, 即不可逆。

推论　系统 ( 1) 不可逆的必要条件是其传递函数 F ( s) = 0.

证明　若系统 ( 1) 不可逆, 则由定理 1知

C b= CA b= … = CA
n- 1

b= 0 ( 6)

再由 ( 4) 式知 CA
i
b= 0 ( i≥n ). 从而知传递函数

　　　　　 　F ( s) = C ( sI - A )- 1
b=

1
s
C ( I -

1
s
A ) - 1

b

=
1
s
(C b+

1
s
CA b+

1
s
2CA

2
b+ … +

1
s
i CA

i
b+ … )

= 0

其中 I表示单位矩阵。

定理 2　若系统 ( 1) 是可控且可观测的, 则系统 ( 1) 是可逆的。

证明　若系统 ( 1) 不可逆, 则 ( 6) 式成立。设系统 ( 1) 的可控性矩阵与可观测性矩阵分别为M

和 N , 即

M = (b A b A
2
b … A

n - 1
b), N = (C′ A′C′ (A′) 2C′ … (A′)n - 1

C′)

由 ( 4) ( 6)式知 CA
i
b= 0 ( i= 0, 1, 2, … ), 从而乘积矩阵 N′M 仅由零元素组成, 即 de t (N′M ) = 0,

从而 detN′= 0或 de tM = 0。这说明系统 ( 1) 不能同时满足可控性与可观测性条件。故系统 ( 1) 是可

逆的。

3　降阶逆系统

定 理 3　 若 T ( 0 < T≤ n ) 是 使 ST- 1 b = r
- 1

≠ 0 的 第 一 个 正 整 数, 则 NT =

(C
′

A
′
C

′
(A

′
)
2
C

′
… (A

′
)
T- 1

C
′
)的秩为T.

证明　若存在数λ0, λ1, …, λT- 1使

λ0S 0+ λ1S 1 + … + λT- 1ST- 1 = 0

则由定理条件 S ib= 0 ( i= 0, 1, 2, …, T- 2) 及上式得λT- 1ST- 1b= 0, 但 ST- 1b≠ 0, 故 λT- 1= 0。 于

是∑
T- 2

i= 0
λiS i= 0, 则∑

T- 2

i= 0
λiS iA= ∑

T- 2

i= 0
λiS i+ 1= 0。再由定理条件同样可得λT- 2= 0, 如此下去, 可得λi= 0 ( i=
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0, 1, …, T- 1)。 所以 S 0, S 1, …, ST- 1是线性无关的, 即秩 (N T) = T。

设系统 ( 1) 可逆, 0< T< n如定理 3所设, 则系统 ( 1) 具有逆系统 ( 3)。易知 ( 3) 仍是 n阶系

统。下面我们寻求 ( 1) 的降阶逆系统。

设系统 ( 1)的可观测子空间 V 的维数为 n1, 由定理 3知T≤n1。可取 V 的一组基为
[ 6]
: S

′
0, S

′
1, S

′
2,

… , S
′
T, …, S

′
n
1
- 1。 再取 n - n1个列向量 p

′
1, … p

′
n- n

1
, 使 T

′= (S′
0 S

′
1… S

′
T- 1 S

′
T… S

′
n
1
- 1 p

′
1…

p
′
n- n

1
) =

^

(N TM P ) 可逆, 则系统 ( 1) 在等价变换 X- ( t) = T x ( t ) 下变为 [6 ]

 
X
( t ) =

A
-
11 0

A
-
21 A

-
22

X
- ( t ) +

b
-
1

b
-
2

u = A
-
X
- ( t) + b

-
u ( 7a)

y ( t) = (C-1 0)X- ( t ) = C
-
X
- ( t) ( 7b )

其中 A
-= TA T

- 1, b
-= T b, C

-= CT
- 1, A

-
11为 n1阶方阵。

设 T< n1。由假设知, Sn
1
可由 S 0, S 1, … , Sn

1
- 1线性表出, 设 Sn

1
= ∑

n
1
- 1

i= 0
a iS i。再利用 S i= S i- 1A , TT

- 1

= (NTM P )
′
T

- 1
= I, 可算得 (A-11 0) = (N TM )

′
A T

- 1
= N

′
n
1
A T

- 1
= (S

′
0, S

′
1, …, S

′
n
1
- 1 )′A T

- 1
= (S

′
1,

S
′
2, … S

′
n
1
)
′
T

- 1
, 即

A 11 =
0 In

1
- 1

a0 a1… an
1
- 1

( 8)

同样知 b
-
1= ( 0… 0 r

- 1, b′M )′, C
-= ( 1, 0, …, 0)。 由此可知

　　　　　　T- 1

y
(i)
( t ) = x

-
i+ 1 ( t)　 ( i= 0, 1, 2,… ,T- 1 ( 9)

y
(T) ( t) = x-T+ 1 ( t ) + r

- 1
u, u= - rx-T+ 1 ( t ) + ry

(T) ( t ) ( 10)

再记

X- 11 = ( x-1, …, x-T)′, X- 12 = ( x-T+ 1,… , x-n
1
)′

X
-
1 = (X- 11 X

-
12 )′, X- 2 = (x-n

1
+ 1,…, x-n )′

H 1 =
0

a0… aT- 1 ( n
1
- T)×T

, H 2 =
0 In

1
- T- 1

aT aT+ 1… an 1- 1

( 11)

A
-
21 =

^

(F 1 F 2 ), F 1为 (n - n1 )× T阶矩阵

　　将 ( 8)、 ( 9)、 ( 10) 式代入方程 ( 7a), 得

 
X 12

= (H 1H 2 )X- 1 + M′b( - r x
-

T+ 1 + ry
(T) ) ( 12a)

 
X 2

= (F 1 F 2 )X- 1+ A
-
22X
-
2 + P′b (- rx

-
T+ 1 + ry

(T) ) ( 12b )

求方程 ( 12) 的逆系统, 就是在给定的初始状态下, 对于给定的 y (及其导数 ), 由系统确定 u。 由

( 10)式知, 只要确定了 x
-

T+ 1 ( t)便确定了 u ( t)。由分析知, x-T+ 1 ( t )完全由 ( 12a)确定。记Z ( t ) = X
-

12 ( t),

W ( t) = (X-′
11 y

(T) )′= (y, y
( 1), … , y

(T) )′, 则由 ( 12a) 有

Z
 ( t ) = A

~
Z ( t ) + B

~
W ( t ) ( 13a)

u ( t ) = C
~
Z ( t ) + d

~
W ( t ) ( 13b )

其中

A
~ = [H 2 - rM′b( 1, 0, …, 0), ], B

~ = (H 1 rM′b)

C
~ = ( - r, 0,… , 0) (n1 - T维 ), d

~ = ( 0, … 0, r ) (T+ 1维 )

系统 ( 13) 就是当 T< n1时, 系统 ( 1) 的降阶逆系统。

当T= n1时, 则 y
( i)

( t) = x
-
i+ 1 ( t) ( i= 0, 1, 2, … n1- 1) 且

y
( n
1
)
( t) = S

-
n
1
X
- + S

-
n
1
- 1b
-
u = a0y + a1y

( 1)
+ … + an

1
- 1y

(n
1
- 1)

+ r
- 1
u ( 14)
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此时, 逆系统退化为

u= d
-
W ( t) ( 15)

其中 d-= r ( - a0, - a1, …, - an
1
- 1, 1).

4. 算法与举例

我们将求线性系统 ( 1) 的逆系统的过程归纳如下:

( 1) 　由 S 0= C, S i= S i- 1A 计算 S i。若 S ib= 0 ( 0≤ i≤n- 1), 则系统 ( 1)不可逆, 算法结束; 否

则求出使 ST- 1b= r
- 1

≠ 0的第一个正整数T。

( 2) 　求出可观测矩阵 N = (S
′
0 S

′
1… S

′
n ) 的秩 n1, 且知必有T≤n1≤n。

( 3) 　由线性代数方程组 Sn
1
= a0S 0+ a1S 1+ …+ an1- 1S n

1
- 1解出唯一解 (a0, a1, …, an 1- 1 )。

( 4) 　若 T= n1, 则由方程 ( 15) 得到逆系统, 计算结束; 若T< n1, 则取M = (S
′
T… S

′
n
1
- 1 ), 再

按 ( 11) 式写出 H 1、 H 2, 代入方程 ( 13) 得到逆系统。 结束。

例 1　在系统 ( 1) 中取

A =

- 2 0 1 - 1

- 4 - 2 4 - 4

- 4 0 3 - 3

0 0 0 1

, b=

2

1

2

0

, C = ( 1 1 - 1 2)

求其逆系统。

先算出 S 0= ( 1, 1, - 1, 2), S 1= ( - 2, - 2, 2, 0), S 2= ( 4, 4, - 4, 4)。 至此, 由于 S 0b

= 1, S 0, S1, S 2线性相关, 而 S 0、 S 1线性无关, 且可解得 S 2= 2S 0 - S 1, 即知T= 1, n1= 2, a0= 2, a1

= - 1, M′= S 1。由 ( 11) 式得 H 1= a0= 2, H 2= a1= - 1。 再记 W ( t ) = (y, y
( 1) )′, 则由方程

( 13) 得所求的逆系统为

Z
 ( t) = Z ( t ) + ( 2, - 2)W ( t)

u ( t) = - Z ( t) + ( 0, 1)W ( t )

　　例 2　在系统 ( 1) 中取

A =

1 2 - 1

0 1 0

0 - 4 3

, b=

0

0

1

, C = ( 1 - 1 1)

求其逆系统。

求得 S 0= ( 1, - 1, 1), S 1= ( 1, - 3, 2), S 2= ( 1, - 9, 5), 则知 S 0b= 1, n1= 3, 即系统是

完全可观测的。再求得 S 3= S 2A= ( 1, - 27, 14)。由 S 3= a0S 0+ a1S 1+ a2S 2, 解得 a0= - 12, a1= 13,

a2= 0。最后求得 M = (S′
1, S

′
2 ) 且

H 1 =
0

- 12
, H 2 =

0 1

13 0
,M′b=

2

5

代入方程 ( 13), 得逆系统

Z
 ( t ) = A

~
Z ( t ) + B

~
W ( t )

u ( t ) = C
~
Z ( t ) + d

~
W ( t )

其中W ( t) = (y, y
( 1) )′且

A
~ =

- 2 1

8 0
, B~ =

0 2

- 12 5 , C~ = ( - 1 0), d~ = ( 0, 1)

5. 结束语

本文关于可逆性及降阶逆系统的讨论可直接推广到线性时变系统的情形, 也可设法推广到多维系

统。尤其是本文关于降阶逆系统的方法对于多维的推广将是一项有意义的工作。
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以往的方法求得的降阶逆系统是 n-T阶的
[1 ]
, 我们这里所导出的方法求得的降阶逆系统是 n1-T

阶的, 降低了 n- n1阶, 且揭示了可观测性矩阵的秩与逆系统阶之间的联系。我们还给出了规范简洁的

算法。 对于同一个 y, 由本文的逆系统求得的 u与以往的方法所求得的 u是一致的。
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