
条件事件的表示
X

李　兵

(国防科技大学系统工程与数学系　长沙　410073)

　　摘　要　为了进行条件推理, 本文讨论了条件事件的表示, 并给出了相应的逻辑运算规则, 引入了零事

件间的概率比和多重条件事件的超条件事件概率的概念, 它们均是无条件情形的推广。
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Abstract　In o rder to make condit ional inference, the expression of condit ional events is discussed

in this paper. The cor responding rules of log ical oper at ions are g iv en. The concepts of the probabilit ic

rat io betw een two zero- events and condit ional hyperprobability for iterated conditional events are in-

tr oduced.
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知识的获取、表示与推理一般来说都是条件意义下的。对于各种复杂环境, 用条件事件来刻画其各

种可能的情况十分必要。问题是经典概率论仅仅只涉及到了条件概率,而并未触及到条件问题的实体条

件事件, 也就更谈不上进行条件推理了。本文讨论条件事件的表示, 并给出相应的逻辑运算规则, 引入

零事件间的概率比和多重条件事件的超条件事件概率的概念, 它们均是无条件情形的推广。

1　条件事件的表示

假定给出了基本概率空间( 8 , F, P) ,P A∈F , P ( A ) > 0,首先定义条件概率测度 P A 如下

PA ( B ) =
1

P ( A )
( I AP ) ( B ) =

P ( A ∩ B )
P ( A )

,P B ∈ F

其中( I AP) ( B) =
$

∑
X-∈B

I A( X-) P ( {X-} ) , ( I A 表示 A 的示性函数)。

其次定义全体 P A 零集 N ( P A)

N ( P A ) = {BûB ∈ F , PA ( B ) = 0}

记 N A 为其极大零集, 则　　　　N ( PA ) = {X ûv Y ∈ F, X = Y ∩ N A }

在 F 上将对称差运算与交运算分别定义为加法运算( + )与乘法运算( õ) , 则 F 为一 Bool环,其相

对于加法运算的核元为空集Á , 逆元为自身(因为 A $A = Á )。由 Boo l环理论可知: F 的主理想为

N ( P A ) ,它可在 F 上产生一等价关系。

Y , Z 在同一类是指: Y$N ( PA ) = Z$N ( PA ) . 并记为Y ≡AZ

若两事件的对称差包含在主理想内, 则它们是在同一类。

对此等价类有如下性质:
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P B, C ∈ F, 若 v Z ∈F , s. t. B , C ∈Z$N ( P A ) ,则 P A ( B) = PA ( C) .

亦即在同一类中的事件有相同的条件概率,由此我们引入条件事件的定义

定义1　条件事件[ BûA ]为一具有相同条件概率的事件集合:

[ BûA ] = {Cûv Z ∈ N ( P A ) , C = B$Z} = B$N ( PA )

　　可以证明 [ 1] : 条件事件[ BûA ]为一从 A∩B 到 A
-∪B 的事件区间, 即

[ BûA ] = {CûA ∩ B A C A A
- ∪ B }

这表明条件事件[ BûA ]为满足以下关系的事件集合:

“若 X∈ A ,则 X∈ B”

2　条件事件间的逻辑运算

条件事件[ A ûH ]与[ BûK ]间的与运算∧、或运算∨及非运算 c分别定义如下:

[ A ûH ] ∧ [ BûK ] = [ A BûH K ]

[ A ûH ] ∨ [ BûK ] = [ A H ∪ BK ûH ∪ K ]

[ A ûH ] c = [ A cûH ]

满足条件情形的 De M or gan律:

( [ A ûH ] ∨ [ BûK ] ) c = [ ( A H ) cûH ∪ K ] ∧ [ ( BK ) cûH ∪ K ]

( [ A ûH ] ∧ [ BûK ] ) c = [ ( A H ) cûH K ] ∧ [ ( BK ) cûH K ]

　　特别当 H = K = 8 时,上式即为通常的 De Mor gan律。

还有类似于无条件情形的次可加性:

P ( [ A ûH ] ∨ [ BûK ] ) ≤ P ( [ A ûH ] ) + P ( [ BûK ] )

事实上P ( [ A ûH ]∨[ BûK ] )

= P ( [ A H∪BK ûH∪K ] )

= P ( [ A H ûH∪K ] ) + P( [ BK ûH∪K ] ) - P( [ A H BKûH∪K ] ) :

= P ( [ A ûH ] ) P ( [ H ûH∪K ] ) + P ( [ BûK ] ) - P ( [ A H BK ûH∪K ] )

≤P ( [ A ûH ] ) + P( [ BûK ] )

关于等价关系它还对并与交运算封闭:

Y ≡AZ] Y ∪ X ≡AZ∪ X ,P X ∈ F

Y ≡AZ] Y ∩ X ≡AZ∩ X ,P X ∈ F

我们来看第一个式子另一个类似。

若 Y≡AZ,则 Y∩A = Z∩A , 从而( Y∪X )∩A = ( Z∪X )∩A ,再由条件事件代数的性质知: v V∈

F, s. t . Y∪X , Z∪X∈[ V ûA ] . , 即可得到第一个式子。

关于事件间的逻辑运算,有时根据具体的问题还有其它的定义,如 De Finet ti和 Goodman
[ 1]
等人定

义为:　　　　　　　 [ A ûH ] ∧ [ BûK ] = [ A BûA c
H ∪ B

c
K ∪ H K ]

　　　　　　　　　[ A ûH ] ∨ [ BûK ] = [ A B ∪ BK ûA H ∪ BK ∪ H K ]

3　零事件间的概率比

我们把概率为0的事件称之为零事件。在统计中对它一般不予考虑, 但在实际中许多事情的发生是

零概率的,却又不能不理它,例如在 C3I 考虑敌我态势分析时,敌方对我方发动核战争是一零事件,但我

们必须研究在此情况下我方实施核报复的问题。经典概率论中的条件概率 P ( A ûB ) =
P ( A B)
P ( B)

是在

P ( B) > 0的条件下定义的,这是因为当 P( B ) = 0时, B 与 AB 均为零事件,其概率比为
0
0型。为了在零事

件间同样能够进行比较,我们引入关于零事件 E 与 H 的概率比
P ( E)
P( H )

的定义。

由于条件事件概率测度是在条件事件代数上对原有的概率测度进行扩张而得的 [ 2] (仍记为 P ) , 故
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条件事件概率 P ( [ A ûB ] )对任何事件(包括零事件)均有意义,因此 P ( [ EûE∪H ] )与 P ( [ H ûE∪H ] )

均有意义,且有 P( [ EûE ∪ H ] ) + P ( [ H ûE ∪ H ] ) ≥ 1

事实上由前面给出的条件次可加性及或运算的定义,有

P ( [ EûE ∪ H ] ) + P ( [ H ûE ∪ H ] )

≥ P ( [ EûE ∪ H ] ∨ [ H ûE ∪ H ] )

= P [ E ( E ∪ H ) ∪ H ( E ∪ H ) û( E ∪ H ) ( E ∪ H ) ]

= P ( [ E ∪ H ûE ∪ H ] )

= 1

从而P ( [ EûE∪H ] )与 P ( [ H ûE∪H ] )不能全为零。而当 P ( E) P ( H ) > 0时, 有

P ( E )
P ( H ) =

P( [ EûE ∪ H ] )
P ( [ H ûE ∪ H ] )

故当P ( E ) = P ( H ) = 0时,仍定义

P ( E )
P ( H ) >

P( [ EûE ∪ H ] )
P ( [ H ûE ∪ H ] )

这样就不会出现
0
0
的问题了。

4　多重条件事件的超条件事件概率

实际中由于系统的复杂性常需考虑多重条件事件的问题,对于多重条件事件的处理可以使我们对

复杂系统逐步地进行分析、推理,以降低该过程的复杂度。

类似于前面所作的条件事件间的逻辑运算,同样可定义多重条件事件间的逻辑运算。当然我们最关

心的是如何定义多重条件事件的概率,其定义必须是一般条件事件概率的推广。这里我们给出它的一个

定义,并称此多重条件事件的概率为超条件事件概率。具体定义如下:

P
* [ ( A ûH ) û( BûK ) ] =

P ( [ AûH ] ∧ [ BûK ] )
P ( [ BûK ] )

, if P ( [ BûK ] ) > 0

P ( [ AûB] ∧ [ H ûK ] )
P ( [ H ûK ] )

, if P ( [ H ûK ] ) > 0

　　首先我们指出上式是无歧义的,即当 P ( [ BûK ] ) > 0, 且 P( [ H ûK ] ) > 0时,有
P ( [ A ûH ]∧[ BûK ] )

P ( [ BûK ] )

= P ( [ A ûB]∧[ H ûK ] )
P ( [ H ûK ] )

õ可验证如下:

P( [ A ûH ] ∧ [ BûK ] )
P ( [ BûK ] )

=
P ( [ A BûH K ] )
P( [ BûK ] )

=
P ( ABH K ) P( H K )

P ( BK ) P ( K )
=

P( A BH K ) P ( K )
P ( BK ) P( H K )

,

P ( [ A ûB ] ∧ [ H ûK ] )
P ( [ H ûK ] )

= P ( [ A H ûBK ] )
P ( [ H ûK ] )

= P ( A BH K ) P ( BK )
P ( H K ) P ( K )

= P ( A BH K ) P ( K )
P ( BK ) P ( H K )

.

　　其次我们看到特别当 H = K = 8 时,超条件事件概率就是条件事件概率。

5　结论

本文讨论了条件事件的表示与条件事件间的逻辑运算, 并给出了一个零事件间的概率比及多重条

件事件的超条件事件概率的定义,这些结果均是无条件情形的推广,应用条件事件方法于智能推理将能

较好地解决条件推理问题, 目前已应用于 C
3
I 系统等领域,取得了较好的效果。
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